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DIETLINDE LAU

Die maximalen Klassen von (,, Pols,
fiir @ C PB({0,1,2}), Teil I1I

In Fortsetzung von Teil | und 11, dieser Arbeit sollen nachfolgend fiir Teilklassen der Form
In () Polse (S Py,
0€Q
wobei [ := Pol3{0} N Pol3{1} N Pol3{2} (,Menge aller idempotente Funktionen aus P3“)

und

Q €{0,{{a,0}},{{a, b}, {a, c}},{{0,1},{0,2},{1,2}} [{a, b,c} = {0, 1,2}}

ist, die maximalen Klassen ermittelt werden.

Neben den bereits im Teil | eingefiithrten Begriffen und Bezeichnungen verwenden wir nach-

folgend auch die folgenden Bezeichnungen fiir Funktionen aus Pj:

Fir {a,b,c} := E5 und die totale Ordnung w : a < b < ¢ sei sap(x,y) := max,(z,y). Fir
n > 3 sel ferner sy, := 3351 * Sq.p- Mit gu, ay.0s kennzeichnen wir 2-stellige Funktionen aus 7,
die definiert sind durch
Jaraz,as (0 1) = Gar 02,05 (1,0) = @1, Gaya2,5(0,2) = Gaya2,05(2,0) = a2,
Yar,az,as(152) = Gara2,05(2,1) = a3 -
Samtliche maximalen Klassen der Menge aller idempotenten Funktionen aus P, wurden
bereits in [1] von A. Szendrei beschrieben. Als Spezialfall dieser Arbeit (bzw. aus [5] oder

[1]) erhélt man den folgenden Satz:

Satz 1 Die Klasse I aller idempotenten Funktionen aus Py besitzt genau 10 mazimale

Klassen:
(1) IN Pol3{0,1}, (5) 1N Pols 8;? o (8) TN Poly 8(1)233 ’
(2) 1N Pols{0,2}, 012 11102
(3) I Pol3{1,02}1» 2 ©) 1O Pols{ o o) O IOPols {0 ]
(4) INPoly 20)} (M 1nPos Y17 (1O)IDP013<22201>.

102 20122
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Zwecks Ermittlung der maximalen Klassen fiir die noch verbleibenden Fille fiir Ti; benotigen

wir einige Hilfsaussagen.

Lemma 2 Seien T := Pol3{0,1} N Pol3{0,2} N Pol3{1,2}, Ty1 := Pol3{0,1} und
To1:02 := Pol3{0,1} N Pol3{0,2}. Dann gilt:

(a) \V/g € (I N T071;072)\P0l3{172} : [{g} U T] =1IN T071;072 5

(b) Vg S (I N To’l)\POlg{l,Q} Vh € (I N T(]’l)\POlg{O,Q} : [{g, h} U T] =1InN T071 .

Beweis: 0O.B.d.A. seien die idempotenten Funktionen g und h zweistellig und es gelte:
g(1,2) =0 und A(0,2) = 1.

(a): Eine beliebige Funktion f™ aus I N7y 1,02 1a8t sich dann mit Hilfe der Funktionen g7 € T
(o € {1,2}), die definiert sind durch

ga<X) =

a fir xe{l,2}"und f(x) =0,
f(x) sonst,

durch f(x) = g(g1(x), g2(x)) darstellen.

777777

Sei f* € I'NTp,. Wihlt man hj € Ty 1,0.2:0,152 (8 € {0,2}) wie folgt:

) B fir xe€{0,2}"und f(x) =1,
hp(x) = {f(x) sonst,

so erhdlt man f € [{g,h} UT] aus f(x) = h(ho(x), ha(X)). n

Lemma 3 Sei T := Pol3{0,1} N Pol3{0,2} N Pol3{1,2} und bezeichne A eine Teilmenge
von I, die fir jedes {a,b} € {{0,1},{0,2},{1,2}} die folgenden 2 Figenschaften besitzt:

(i) Y™ € Papy N Pol (Z) JH™ € [A] 1 Vx € {a,b}™: h(x) = H(x);

(ii) Sap, Sba € [4]

Dann gilt T C [A]. !

'Als unmittelbare Folgerung aus diesem Lemma, Lemma 2, Lemma 2.3 (Teil 1) und
2
b
<TQ N Pol <a Z 5 = ng, falls Tg C I und a,b € E3, a # b, erhélt man:
a
Die Ordnung der Klassen T C I, d. h. die kleinste Zahl v mit [T{)] = Tq, ist 3.
Fir To = I folgt aus allgemeineren Aussagen iiber idempotente Funktionen (siehe [3]), dal die Ordnung

von I gleich 2 ist.
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Beweis: Bezeichne € die Menge EF U {0,2}" U {1,2}". Eine beliebige n-stellige Funktion
f € T 148t sich mit Hilfe der Funktionen x V y := s¢1(z, ),

F0) i {f(x) fir x€ &,

]o sonst

und Funktionen der Art

afir x=a,
1 fir xe{1,2}"\{2},

;a(x) B 2 fir x=2,
0 sonst
in der Form
f(x) = fi(x)V \/ fap(a)(X) (1)
ac EMN\E
f(a) € {1,2}

darstellen. Zwecks Nachweis von f € [A] konstruieren wir zunéchst fiir beliebige a,b € Ej

mit {a, b, c} = E5 die n-stelligen Funktionen:

f(x) fir  x € {a,b}",
b fir xe€{bc}"\{c},

F,,(x) =
+(%) c fir x=c,

a sonst.
Wegen (ii) und 57}, := SZ;I * Sqp gilt fiir beliebige n > 3
Sap € [A]- (2)
Sei zunéchst a = 0 und b = 1. Wegen (i) findet man in [A] eine Funktion ¢" mit
Vx €{0,1}": f(x) =g(x). (3)

Unter Verwendung von (2) und (3) priift man leicht nach, dafl

gilt.
Analog zeigt man F,, € [A] fiir die anderen a,b € Ej.
Hieraus und aus fi(x) = s3 (551 (Fo.1(x), Foa(x)), Fi2(x)) folgt fi € [A].

Wegen (1) haben wir zum Beweis unseres Lemmas nur noch f7 5 € [A] fiir beliebige a € E3\€
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und § € {1,2} zu zeigen.
O.B.d.A. seien

6 =1und

X = (T1,T9, s ), Y = (Y1, Y2, -, Ys) , Z = (21, 22, oy 2¢) -

Nach unseren obigen Uberlegungen zu den Funktionen F,; sind folgende Funktionen Super-

positionen iiber A:

Lfir  (x,y)=(0,1) oder (x,y) € {1,2}""*\{2""},
gi(x,y) =4 2fir (x,y)=2",

0 sonst,

2 fir  (x,z) = (0,2) oder (x,z) = 2" oder
(x,2) € {1,277\ {17},

g2(x,2) = 1fir (x,z)=1""",
0 sonst,
2fir (y,z) € {0,2}"F\ {01},
g3(Y7 Z) = 0 fiir (Y7Z> - Os+t )

1 sonst.

Es gilt dann

fa,l(x7 Yy, Z) = S%,l(.gl (X7 Y)7 g2 <X7 Z)’ g3(y7 Z)) :
Analog zeigt man f,» € [A]. Folglich ist T" C [A]. n
Lemma 4 Die Menge A C I habe die Figenschaft

V{a,b} € {{0,1},{0,2},{1,2}}:

Vh™ € Pyqpy N Pol (Z) JH™ € [A] - Vx € {a,b}™: h(x) = H(x). (4)

Dann existieren zu beliebigen a € {0,1}, B € {0,2}, v € {1,2} gewisse a1, az,by,bs,c1,co €
E3 mit

Jabi,c1y Jar,B,e2s Jazbay € [A] . (5)
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Beweis: Wegen (4) gibt es fiir beliebiges o € {0,1} eine Funktion g € [A] mit ¢(0,1) =

g(1,0) = a. Entweder liegt mit g bereits eine Funktion des Typs gqp,.¢, vor oder wir konnen

sie mit folgenden Superpositionsbildungen in [A] nachweisen:

Ist b := ¢g(0,2) # ¢(2,0) =: ¥, so erhilt man mit Hilfe einer Funktion h? € [A] mit
by b b

hy (bll bl = bl die Funktion ¢'(x,y) := hi(g(x,y),g(y,x)) mit den Eigenschaften
101 1

g (0,1) = ¢'(1,0) = «, ¢'(0,2) = ¢'(2,0) = by. Falls ¢ := ¢/(1,2) # ¢'(2,1) =: ¢}, haben

wir Ja,bi,c1 (xvy) = hg(g/(l’,y),gl(y,iﬂ)) S [A]v wobei hy € [A] mit h2(clvc/1) = h2<cllacl) =G

gewahlt ist.

Gar Bess Gasboy € [A] zeigt man analog. m

Lemma 5 Sei Ty 1.0.1.0 := Polz{a,b} N I. Dann gilt

001102 00110
a) 1o 1.0.1.2 N Pol: C Tv1.01.2 N Pol ,
(a) To1,001;2 3 <010120) C 10,1;051;2 3( )

012101 001
) C T0.1.011:2 N Pols <01 1) ,

0121210 001
C Ty 1.0.1.0 N Pol ,
0122102)“0’1’0’1’2 3(011)

01201120 00111
(e) To1.00:2 N Pols ( ) C To1.0:1.2 N Pols ( > ,

01210212 01012

0120101 01201
)gTO,l;O;l;ZmPOZZ')( >;

0121022 01210

001 01201
(g) To.1.0.1.2 N Polg 01 2) C To,1:011:2 N Pols ( > )

01210

110 01201
h) Ty 1.0.1:2 N Pol C Ty 1.0.1.0 N Pol ,
( ) 0,1;0;1;2 03(012> = 10,1;0;1;2 03(01210)

) 010
(1) To10,1,2 N Polg (0 ] 2) C To1,0.1,2 N Pol3{0,2},
) - TO,l;O;l;Q N P0l3{17 2} ’

) C To,1;001,2 N Pol3{0,2},
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012011 020
(1) To,1,02,01;2 N Pols ( > C To502:0,12 N Pol (O 9 ) .

012202 2
(m) To1;0,20,12 N Poly (8 1 ; (2) 3 (1) ;) C 70,102,012 N Pols (8 1 (1)> )
() To,1.0.2:0:1:2 N Pols (8 1 Z g (2) (1) (1] ;) C 70,102,012 N Pols <8 (1) 2) )
(0) To,1:0,2:0;1:2 N Polg (8 1 Z (1) (1) (2) ;) C To,150,2:0;1;2 N Pols (8 z (2)) :

777777

Form
(x) T N Polsox, €T N Polzg,

ab (x € {a,b,c,...,0}).
) folgt aus (1) (Teil I) und g, N (Ey X E3) = 0.
b) folgt aus gy, o g, = g},
x) fiir x € {c,d,m} folgt aus 7(0, N E3) = (..
e) folgt aus g. N (T0e) N (Ey X E3) = ol
)

folgt aus (Tor) N or = 0.
x) fiir x € {g,h} folgt aus (7o) 0 0x = 0.
x) fiir x € {i,k} folgt aus pri({0} x E3) N oy) = {0,2}.
i) folgt aus pry({1} x o) = {12}
x) fiir x € {l,0} folgt aus o, N {0,2}? = ..
n) folgt aus g, N (7on) N (E2 x {0,2}) = 0. n

a

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
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Satz 6 Sei{a,b,c} = E3. Typane := I N Polz{a,b} besitzt genau 13 mazimale Klassen:

ab
(1) T paspie N Pols ); YT .. .. .M Pol aabbacbe
ba (8) Tapae o ababcach]’
aab
(2)Ta7b;a;b;cﬂP013 ); 9) 7. . . N Pol aabba
CL b CL ( ) a,b,a,b,c O 3 a b a b C )
bab
aabbbd
(8) Tapiare O Poly bbal’ (10) Ta,psaspse N Pols ababd C) ’
aab
(4) T braspie N Pols ) 11) T, p.0p:c N Pol aaab
a b b ( ) avbvavbyc 3 CL b C C 7
(5) Ta,b;a;b;c m P0l3{a7 C} ) b b b
(12) Ta,b;a;b;c N P0l3 “
(6) Ta,b;a;b;c N P0l3{b7 C} ) abcec
bcc
abcab 13) Thpane O Pols [ © € )
7) T pabie N Pol , ( abiabic 3 :
(7) Toprasp: 3<abcba> cacbe

Beweis: O.B.d.A. seien a =0, b =1 und ¢ = 2. Mit A bezeichnen wir in diesem Beweis eine
Teilmenge von Tp 1.0.1,2, die keine Teilmenge der unter (1) bis (13) aufgezéhlten Teilklassen
von Tp1.01.2 ist. Dann gehoren zu [A] gewisse Funktionen fi, fa, ..., fi3 mit der im Teil |
vereinbarten Eigenschaft (*).

Wegen Lemma 5, (a)-(k) und den obigen Klassen (4) - (7), (9), (10) findet man in [A] gewisse

Funktionen fi4 — fo4 mit

s foorroz) 22y 0212)<5<00112 |
010120 212 2021 01012
so(0r2ron) fo22)  for21210) (o2}
012022 101 0122102 10
01201120 p 0120101 22
Sis 01210212>::<0>’ﬁ9 0121022) “\o1)°
a (00 (o1t P EELAPELINY
012 201 012 012
010 011 011 010
T2\ 019 S\ 102) B\ o109 S\ 102)

i 010{>€<01
0122 10

Nach Lemma 2,(b) und Lemma 3 geniigt es, fiir den Beweis von [A] = Tp1.0.1.2 zu zeigen,

dal A die Voraussetzungen (i) und (ii) von Lemma 3 erfiillt. Wir beginnen mit dem Beweis
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von

V{a, B} € {{0,1},{0,2},{1,2}} :

Vg" € P g N Polz{a} x {B} IG™ € [A] : Vx € {a,B}": g(x) = G(x). (6)

Fiir {«, f} = {0,1} folgt (6) unter Verwendung von fi, ..., f4 aus Lemma 2.3 (Teil I).

Insbesondere gehort damit zu [A] eine gewisse 3-stellige Funktion ¢ mit der Eigenschaft
Vo,y,z € Byt t(x,y,2) :=x+y+ 2z (mod?2) .

Als néchstes soll (6) fiir « = 0 und [ = 2 bewiesen werden. Um Lemma 2.3 (Teil ) anwenden

zu konnen, weisen wir weiter unten Funktionen d?, k% und 7% in [A] mit

(- (6)-0)()-() o

nach. Da d, k, r idempotent sind, gehoren die Funktionen d, k und " mit

(x,y,z) =rk(x,z),d(y, 2),2)),
{020\ (2
"lo22) |0

u [A] N Pol3{0,2}, woraus sich nach Lemma 2.3 (Teil I) die Aussage (6) aus (7) ergibt.
Ausgangspunkt des folgenden Nachweises von d, k, r in [A] ist die Funktion f5 mit f5(0,2) =

1, fiir die wir 3 Félle unterscheiden:
Fall 1: f5(2,0) = 0.

: : 9 . 01 0 Lo
In [A] findet man eine Funktion A7 mit Ay =10/ womit wir

10
001102
= hi(fs(x,y), f5(y,x)) wihlen kénnen. Da fiir fi4 die Beziehung fi4
010120
122 01 1
( ) gilt, erhalten wir mit Hilfe von h2 € [A], hy <1 0) = <1> die Funktion

f14 L,Y) =
f14( ( ) ( ( ,y),l’),fg)(k(l’,y),y),hQ(f5<l€(I,y),I),f5(]€(l',y),y)),$,y) S [A]7

02 122 02 12
die fi, € erfiillt. Falls fj, € ist, kann man in [A] unter
20 212 20 21

Verwendung der Funktion fs eine zweistellige Funktion f} konstruieren, die die geforderte
02 2
Eigenschaft von d besitzt. Also kénnen wir o.B.d.A. fi, (2 0) = <2> und damit d :=

f14 € [A] annehmen.
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Die noch fehlende nichtmonotone Funktion r erhélt man wie folgt:
012101 022
Wege € ilt
gnfw<012022> <101>gl

f{G('Tay7Z> = f16(l’,f5(I,Z),Z,f6(f5<l’,Z),f5<y, Z)),y,f5(y,2)) € [A]

., (002 202
mit fig 022) S\ 110

002 2

Da wir im Fall f{q 09 2) <0> r = fig wihlen konnen, haben wir noch 2 Fille zu
betrachten:

002
Fall 1.1: 7 ( ) ( )

12121
Wegen f17 0 0 hat die Funktion

0122102
f{7([E, Y, Z) = fl?(xa f5(flf, Z)? <, f5<y7 2)7 f{ﬁ(‘ra Y, Z)a f6<f5(x7 Z)7 f5(y7 Z))7 y)
- , (002 02 e P .

die Eigenschaft fi- 099 € Lo Wir konnen also entweder r := f], wéhlen, oder mit

Hilfe der bereits konstruierten Funktionen sowie der Funktion f;s die Funktion

f{8<m7yaz) =
f18($7f5(x72)7za f{7($,y,z),f6(f5($, Z>7f5(ya Z))va(yv Z)af{6<x>yv 2)7'3/) € [A]

bilden, die die gewiinschte Eigenschaft von r hat.

002 0
Fall 1.2: f/ = .
a ﬁ6<022) (1)

Mittels fig a8t sich dieser Fall auf den Fall 1.1 wie folgt zuriickfiihren:

f{Q(xvy’Z) = f19<l’,f5(1372>,2, f{G(x7y7Z)7 f6(f5(x7 2)7 f5(y7 Z)),y, f5<y7 Z))

002 22
/
S .
ﬁ9<022> <o1>
Damit ist (7) bewiesen und (nach dem eingangs Bemerkten) (6) fiir {«, 5} = {0,2} im Fall

1 gezeigt.
Fall 2: f5(2,0) = 1.

02 00
Die Funktion fi(x,y) = fe(fs(z,y),y) hat die Eigenschaft f (20) € <0 1>. Falls
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02 0 02 0
16 (2 O) = <1> ist, konnen wir wie im Fall 1 weiter verfahren. Ist f§ ( ) = < )

kann man die Funktion fi(z,y) := f5(f§(x,y),y) bilden, fir die f; ( ) ( > womit

auch dieser Fall auf den Fall 1 zuriickfiihrbar ist.

Fall 3: f5(2,0) = 2.

: . 02 00112
Bildet man fi;(x,vy) := fis(z, v, fs(z,y), f5(y,x)), so gilt fis (2 O) <0 o1 2) womit

wir entweder weiter wie unter Fall 1 oder 2 verfahren konnen, oder fi; (2 O) = <2>

haben. Mit einer solchen Funktion fj; konnen wir jedoch die Superposition fi5(z,y) =

2
f13 (ZE, Y, f5((L’7 y)u f5<y7 $)7 f{5((L’7 y)) € [A] bilden? die die Eigenschaft f{3 0

0011
besitzt, womit der Fall 3 auf den Fall 1 oder 2 zuriickfiithrbar ist.

0101
Folglich ist (7) bewiesen und damit auch (6) im Fall {a, 8} = {0, 2} gezeigt.
Analog beweist man (6) fiir {«, 8} = {1,2}, womit die Bedingung (i) aus Lemma 3 von [A]
erfiillt wird.
Daf auch (ii) aus Lemma 3 fiir [A] gilt, soll als néchstes gezeigt werden. Wir beginnen mit

dem Beweis von

V(Oé,ﬁ) S Eg X E3 : HGaﬁ S [A] :

Gaﬁ(O, 1) = Ga’g(l, O) =a A Ga,ﬁ(o, 2) = Gaﬁ(Q, 0) = ﬂ (8)

Nach (6) und Lemma 4 gehoren fiir gewisse a,b € Ej3, ¢,d, e € Ey zu [A] Funktionen der Art

GO,cu G1,b, GC,07 Ge,27 Gd,la (Gd,1($7y) = f5(Gc,0(x7y>aGe,2(xay)) )

Fiir (¢, d) sind folgende 4 Fille moglich:
Fall 1: (¢,d) = (0,0).

010 b
({b,b} = E,) erfiillt, die Superposition hy(z,y) := h3(Goo(z,y), Go1(7,y), G1(z,y)) bilden
und G 5 := hy wihlen, womit (8) fiir (o, ) € E3 im Fall 1.1 gezeigt ist. Da auch G, € [4]

fiir ein gewisses e € F, ist, folgt aus

G1,2($a y) = f9(G0,0($, y), G0,1(9€; Z/), Gl,o(%y); Gm(% y), G0,2($7y)) )
Go,z(ifay) = flo(Go,o(l",y), GO,l(x7y)a G1,0($7y)701,1($>y>7 G1.2($,y))

die Giiltigkeit von (8) im Fall 1.1.

1 1
1.1: Falls b € {0, 1}, kénnen wir mit Hilfe einer Funktion h3 € [A], die h3 (0 0 ) = <_>
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1.2 Der Fall b = 2 kann mit Hilfe der Funktionen foo und fi; auf den Fall 1.1 wie folgt
zuriickgefiihrt werden:

Mit der Superpositionsbildung f5,(x,y) = fao(Goo(x,y), Goi(x,y), G12(x,y)) konnen wir
eine Funktion der Art Gpa, G1o oder Gy erhalten. Falls fi, € {G19,G1.1}, kann wie im
Fall 1.1 weiter verfahren werden. Ist fj, = G2, erhilt man durch Bildung von f{,(z,y) :=
f11(Gopo(z,y), Goi(x,y), Goo(x,y), G12(z,y)) eine Funktion der Art Gy oder Gy ;.

Fall 2: (¢,d) = (1,1).

Dieser Fall 1a8t sich analog zu Fall 1 behandeln, indem man fiir die Funktion Gy, die Falle
2.1: a € Fy und 2.2: a = 2 unterscheidet und die Funktionen fy, fi19, fo1 und fio benutzt.
Fall 3: (¢,d) = (0,1).

Wegen for(Goo, Gi1,Goz) € {Goi, Gio, Gi2}, f23(Goo, Gr1, Grz) € {Goa, Gro, Goz} und
f24(Go0,G11,Go2,G12) € {Go1,G1p}, ist dieser Fall auf Fall 1 oder 2 zuriickfiihrbar.

Fall 4: (c,d) = (1,0).

Mit Hilfe von Funktionen aus A N Pol3{0,1} ist dieser Fall ebenfalls auf einen der vorher
betrachteten zuriickfithrbar.

Damit ist (8) bewiesen.

Analog beweist man

\V/(Oz,ﬁ) S E2 X E3 : HHaﬁ S [A] :
Ha,ﬁ(o, 1) = Haﬁ(l, 0) =oa A Haﬁ(l,Q) = Ha7ﬂ<2, 1) = ﬁ

Wie im Beweis von Lemma 4 gezeigt wurde, folgt aus (8) und (9)

V(Q,B)EEQXE?): 3’7,5€E33

(10)
ga,ﬁ,'ya 9,8, € [A] .

Speziell gehéren zu [A] damit auch die Funktionen g1 := 0.0+, 92 = 902,725 93 ‘= 1,055
und g4 1= g12, flir gewisse v1,...,74 € E3. Es geniigt, 71 = 0 zu betrachten, da man in den

Fillen v, € {1,2} die Funktion goo wie folgt erhalten kann:

90,0,0(% y) = 90,0,1(f6(90,0,1($, ?/); y), f6(90,0,1($, ?/); ﬁ)) )
go,o,o(% y) = 90,0,2(f6(957 90,0,2(% y)), fﬁ(y7 90,0,2(% y)) .

Nach diesen Vorbereitungen ist es jetzt nicht schwer die Funktionen der Art s,; aus der
Bedingung (ii) von Lemma 4 zu konstruieren:

Es gilt s10(7,y) = g2(92(91(7,9), ), g2(g1(z,y), 7)) € [A] sowie
s20(z,y) = 93(g5(91(2,v),y), 93(g1(x, y), x) € [A]. Zwecks Nachweis von s 2 in [A] betrach-

010 0
ten wir nochmals fy, fiir die wir 0.B.d.A. fo <0 ) 2) = <1> annehmen konnen. (Falls
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010 1
Jo2 012 = \o]®° erhélt man durch Bildung von fi,(z,y, 2) :=
010 0 010 1
t IRX] IR 1 F kt 9 f d ) - 1t I t — ,
(x,y, foo(z,y, 2)) eine Funktion, fiir die fJ, <012> <1>g1 st fao (()12) (2)
so 148t sich dieser Fall auf die vorher betrachteten durch Bildung der Funktion f},(z,y, 2z) :=

f6(y, foo(x,y, z)) zuriickfiihren.)

Es gilt dann fao(g1(2,y), s20(z, ), s1.0(7,¥)) € {521, 90,1,1, Jo2,1 }
8271(1', y) = gl<32,0(:c7 y)a gO,l,l<x7 y)) und 52,1 (.1'7 y) = U3 (gl (l’, y)7 90,2,1(:C7 y)) Also gehért auch
So1 zu [A] und wir kénnen mit Hilfe dieser Funktion auch

g11,1(2,y) = g5(f5(91(2,y), s1,0(x,9)), s20(2, y)) € [A] und

so1(z,y) = Hi2(g11.1(2,9), s1.0(x,y)) € [A] zeigen. Zum Beweis von s¢ 2, 512 € [A] bendtigen
a

020
wir noch Funktionen ¢, (a € Es) mit der Eigenschaft g, ( ) = (2

, die sich wie folgt
021

in [A] nachweisen lassen:

01201 01
O.B.d.A. konnen wir fiir die Funktion f; die Eigenschaft f; 0121 0) € (2 2) an-

nehmen. Bildet man mit Hilfe der bereits in [A] nachgewiesenen Funktionen die Funktion
fo(x,y, 2) = fr(x,g111(, 2),y, 2, t(x,y, 2)), so hat diese Funktion entweder die gewiinschte
Eigenschaft von ¢y und man erhélt ¢; durch Bildung von ¢;(z,y) := f5(fi(x,y, 2),y), oder
wir kénnen ¢, := f7 und qo(z, v, 2) == fe(fi(x,y, z),y) wihlen. Folglich gehéren zu [A] auch
die Funktionen

91,00(%,y) = t(go,0,0

(
g1,1.0(7,y) = t(go,0,0 , f5(90,00(2,Y), 51.0(7, )

SO,Q(xvy) =qQ1 ),gllo(x Y)),

Y
31,2(5U,y) = qo xvy)asll('x’y))'

Damit erfiillt [A] auch die Bedingung (ii) von Lemma 3 und es gilt (unter Verwendung von
Lemma 2,(b)) [A] = T071;0;1;2.

Die paarweise Unvergleichbarkeit (beziiglich Inklusion) der Klassen (7) - (13) ist der Tabelle
1 zu entnehmen, deren idempotente Funktionen in Tabelle 2 definiert sind. Die paarweise
Unvergleichbarkeit dieser Klassen mit denen unter (1) - (6) angegebenen und die Unver-
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gleichbarkeit dieser Klassen untereinander priift man leicht nach.

WT%T%TTT%%T] @ y[hy ha hs ha s he hy hs hg hig

010 1 01 01 001 0
Sl I 10001 01110110
((190))4_F:Lj:i:1f_;t 02001 01022120

20001 0112222 2
(I)j+ =+ = =+ ++ -+ 12/2 20122221 2
2=+ =+ =+ + 4+ - 212 2 01122 2 2 2
(13)|— — — — — + 4+ 4+ + +

Tabelle 2
Tabelle 1

Satz 7 Sei {a,b,c} = E3. Typacorz = Pols{a,b} N Polz{a,c} NI besitzt genau 17
maximale Klassen:
(9) Ta,b;a,c;0;1;2 N P0l3{b7 C};

b
(1) Ta,b;a,c;O;l;Q N POlg a R ab
ba (10) Ta,b;a,c;O;l;z N P0l3 s
aab ac
(2) Ta,b;a,c;0;1;2 N P0l3

b
(11) Ta,b;a,c;O;l;Q N P0l3 a) )

bab @c
(3) Ta,b;a,c;D;l;Q N POZ?) ) ab CL)

bba (12) Ta,b;a,c;0;1;2 N POZS
aab aac
(4) Ta,b;a,c;0;1;2 N POZB ’ abbd
abb (13) Ta,b;a,c;O;l;Q N P0l3 ,
ac aac
(5) Ta,b;a,c;O;l;Q N Pols >, aab
ca (14) Ta,b;a,c;0;1;2 N P0l3 s
aac acc
(6) Ta,b;a,c;0;1;2 N POlS y a b b
aca (15) Ta,b;a,c;O;l;Q N P0l3 ,
cac cac
(7) Ta,b;a,c;[);l;? N P0l3 ) aba
cea (16) Ta,b;a,c;0;1;2 N P0l3 ,
aac abc
(8) Ta,b;a,c;0;1;2 N POlS ) aca
acc (17) Ta,b;a,c;0;1;2 N P0l3 b
ac

Beweis: O.B.d.A. seien a =0, b =1 und ¢ = 2. Mit A bezeichnen wir in diesem Beweis eine
Teilmenge von T 1,0.2.0:1:2, die keine Teilmenge der unter (1) bis (17) aufgezéhlten Teilklassen
von Tp1.0.1.2 ist. Dann gehoren zu [A] gewisse Funktionen fi, fo, ..., fi7 mit der im Teil I
vereinbarten Eigenschaft (*).

Wegen Lemma 5, (1)-(o) und den obigen Klassen (4), (8) und (12) findet man in [A] gewisse
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Funktionen fig — fo1 mit

012011 202 0120211 02
fis € » Jio € )

012202 011 0122002 11
; 01202101\ (2 ; 0120101 _ (22
2101220012) \1)7"\ 0121022 01

Wegen Lemma 2,(a), der Funktion fo und Lemma 3 geniigt es, fiir den Beweis von [A] =

777777

Lemma 2.3 (Teil I) und obigen Klassen (1) — (8) haben wir

V{a, 0} € {{0,1},{0,2}} :

Vg" € P s N Polz{a} x {B} IG™ € [A] : Vx € {a,B}": g(x) = G(x). (1)

Wir {iberlegen uns als erstes, da§ (11) auch fiir {a,b} = {1,2} gilt. Um Lemma 2.3 (Teil I)

anwenden zu konnen, weisen wir weiter unten Funktionen d?, k% und 3 in [A] mit

G0)=C)Go-0)0)-0) e

nach. Da d, k, r idempotent sind, gehtren die Funktionen d, k sowie r’ mit 7/(x,y, 2) :=
121) (2
122/ \1
2.3 (Teil 1) die Aussage (11) fiir {a,b} = {1,2} aus (12) ergibt.

12 000 12 0
Fiir die Funktion fy haben wir fy € . Falls fy = (a €{1,2})
21 012 21 «Q

ist, erhélt man mit Hilfe einer Funktion h? € [A], die hy 0 z = 8 erfiillt, eine Funk-
o

r(k(z,2),d(y,z),z)) und r’ zu [A] N Pol3{1,2}, woraus sich nach Lemma

tom f(2, 1) == b1 (fo(x,y), foly, 2)) € [A] mit f] (1 2) _ (8) Also kénnen wir 0.B.d.A.

21
12
13 (2 1) = (8) annehmen.

12 01
Die Funktion f{y(z,y) = fio(fo(x,y),z) hat die Eigenschaft fj, (2 1) € (2 O>' Ist

12 0
fio (2 1) = <2>, so erhilt man die gesuchten Funktionen d und k£ wie folgt als Su-

perpositionen iiber A: d(x,y) = ho(f1o(z,v), fio(y,2)) ( ha € [A], he (g 3) = (;) ),

f{4($,y> = f14(f9<x7y)>f{0(xay)ax)7 k($7y) = hg(f{4(:c,y),f{4(y,x)) (h3 € [A]’ h3 <(1) (1]>
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= ). Gilt fi, e , so erhalten wir £ und d analog:
1 21 0
k(,y) = hs(flo(2,y), [io(y, %)), fis(,y) = fis(fo(,9), flo(2,y), ),
d(l‘, y) = h2(f{3($a y)? f{?)(ya x))
Eine nichtmonotone Funktion r 148t sich wie folgt in [A] nachweisen: Die Funktion

f{S(x7y7 Z) = flS(fQ(I7y)7I7yu f9(ya 2)7 fg(xa Z),Z) hat die Eigensohaft

121 202 ) . 121
fis 199 € 011 ) Also kann man r := fg wéhlen, oder es gilt fis (1 5 2) €

20 121 2
st fig = , so erhélt man durch
01 122 0

f{g(l',y, Z) = f19(f9(xvy)7xaya f9<y7 Z)a f{?('xvya Z)a fg(l’, Z)? Z) eine Funktion mit
121 02
!/
€ .
ﬁ9<122) (11)
121
Falls fig (1 5 2) = (?) ist, kann man

T(x7y7 Z) = f20(f9($7y)a377% fg(y’ Z)vf{?(xaya Z),fg(% Z)vflg(xaya Z),Z) wihlen. Ansonsten
sei r 1= flq.
121

0
Im Fall fiq L99 )= <1> 148t sich unter Verwendung von fo; und fop auf analoge Weise

eine Funktion r konstruieren.
Damit ist (12) gezeigt, womit [A] die Bedingung (i) aus Lemma 3 erfiillt.

DaB auch (ii) aus Lemma 3 von [A] erfiillt wird, soll als néchstes gezeigt werden. Wir begin-
nen mit dem Beweis von
V(a, B) € By x {0,2} 3Gop € [4] :

Gaﬂ(O, 1) = Gaﬁ(l, 0) =a A Gaﬂ(O, 2) = Ga,ﬁ(Q, 0) = ﬂ (13)

Wegen Lemma 4 haben wir fiir gewisse p,q € {0,2}, r,s € {0,1}: Gop, G1,4, Gro, Gs2 € [A].

01
Wir betrachten die Relation g := ") Durchmustern der moglichen Fille liefert:

pq02
_f(or) (1o (oro) (o1 foo1) (o11) (o011
¢ 02) \o2/ " \oo2/) " \oo2/) " \o22/) ' \202/) \o202]) ("

01
Falls o = 09 ist, erhalten wir durch fi,(x,y) = fi0(Goo(z,v),G12(z,y)) (€ [A]) eine

Funktion mit der Eigenschaft f{, € {Go2, G1,0}. Wegen
Gl,O(xa y) = f14(G0,0(x7 ?/); GO,Z (xu y)7 Gl,Q(x7 y)) und
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01
Goz2(z,y) = f12(Goo(z,y), Gio(z,y), Gia(x,y)) gilt (13) fir o = 02 ] Die anderen noch

zu untersuchenden 6 Félle fiir p lassen sich unter Verwendung der Funktionen fi1, fi2, ..., fi7
analog behandeln. Also gilt (13).

Aus (13) ergibt sich dann, daf8 die Funktionen g1 := ¢o,0.4,, 92 = 90,2425 93 = 91,045 und
g1 = G1.2~, fir gewisse 71, ...,74 € E5 zu [A] gehoren (sieche Beweis von Lemma 4). Wie im
Beweis von Satz 6 kann man sich iiberlegen, dafl es geniigt, 71 = 0 zu betrachten. Mit Hilfe
der Funktionen ¢;(= ¢0.00), 92, g3, g4 148t sich dann zunéchst
s1.0(7,y) = 92(92(91(7, ), v), 92(91 (2, y), 7)) € [A] sowie
s20(2,y) = 93(95(91(2, ¥),y), 93(91(2,y), ¥) € [A] zeigen. Zwecks Nachweis von sy in [A]

o ) ) 010 011 ) 010
betrachten wir die Funktion fig, fiir die fig € gilt. Falls fig =

012 102 012

ist, erhélt man durch Bildung von f{4(x,y, 2) := ha(z,y, fie(x,y, 2)) (mit hy € [A] und

0
011 0 ) ) ) 010 0 ) 010
hy = ) eine Funktion, fiir die f{4 = gilt. Ist fig =
010 1 012 1 012
, so lafit sich dieser Fall auf die vorher betrachteten durch Bildung der Funktion
2
010
16(xy, 2) = foly, fie(x,y, 2)) zuriickfithren. Also geniigt es, nur den Fall fig =
012

zu betrachten. Es gilt dann fi5(g1(x,y), s2.0(z,v), s1.0(z,y)) € {s21, 9021} und s (z,y) =

1
93(g1(x,y), go2.1(z,y)). Also gehort auch soq zu [A].
, . o 020 022 020
Die Funktion fi7; hat die Eigenschaft fi7 € . Falls fi7 =
021 201 021
ist, erhdlt man durch Bildung von fi.(z,v,2) = hs(x,y, fiz(z,y,2)) mit hs € [4],
0
022 0 020 0 020
hs = eine Funktion, fiir die f{, = gilt. Ist fi7 =
020 2 021 2 021

, so laBt sich dieser Fall auf die vorher betrachteten durch Bildung der Funktion
1
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020
(x,y, 2) = fol frr(x,y, 2),y) zurtickfithren. Also geniigt es, nur den Fall fi; =

021

zu betrachten. Damit gilt s19(x,y) = fir(g1(z,v), s1.0(x,y), s21(x,y)) € [A]. Falls
2

in g4 d = 0 ist, erhdlt man so; und spo wie folgt: soi1(z,y) = ga(ga(z,y),s10(x,y)),
so2(z,y) = ga(ga(z,y), s20(z,y)). Im Fall d = 1 haben wir g4 = sp2 und wir erhalten
so, durch so1(z,y) = ga(he(91(z,y), 520(2,y), $2:1(,y)), s12(2,y)) € [A], wobei hg € [A]

010 1
mit hg = .Ist d = 2, so haben wir g4 = so; und wir erhalten sg 5 durch

011 0
so2(z,y) = ga(h7(g1(z, ), s10(x,¥), s12(2,)), s2,0(x,y)) € [A], wobei hy € [A] mit

020 2
hy =
022 0
Damit erfiillt [A] auch die Bedingung (ii) von Lemma 3 und es gilt (unter Verwendung von

Lemma 2,(&)) [A} = T0’1;072;0;1;2.

Die paarweise Unvergleichbarkeit (beziiglich Inklusion) der Klassen (10) - (17) ist der Tabelle
3 zu entnehmen, deren Funktionen in Tabelle 4 definiert sind. Die paarweise Unvergleichbar-
keit dieser Klassen mit denen unter (1) - (9) angegebenen und die Unvergleichbarkeit dieser

Klassen untereinander priift man leicht nach.

ty to t3 ty ts tg ty ts tg
(10)|++ - - - —++ + T Y|ty to t3 ty t5 tg t7 tg
|- —++4++ - — + 01(0 0001111
W2)++++++--- 10000001111
W)++-—-—++++ - 02000220022
Q)+ +++ - =+ + - 20000220022
(15)|— — ++ 4+ + + + — 12/12121212
(16)|— + — + + — + — — 2112121212
an+--++ - -4+ -
Tabelle 4
Tabelle 3
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Satz 8 T := Pol3{0,1} N Pol3{0,2} N Pol3{1,2} besitzt genau 30 mazimale Klassen:

(1)TﬂPol((1)(1)>, (2)Tnpoz<g§>, (3)Tmpoz(g(2)),
(4)TﬂPol(8(l)1 , (5)TﬂPol<8g§ ©TnPol( 5]
mropd(g V). ®TAPa(cy). @©TPd((7,).
aoyrapol (Vo). auTara(S02) . aTnrel (7).
(13)TﬂPol(8;), Tsz< ) TﬂPol(gg),
(16)TﬂPol((1)(2)), TmPl( ) TﬂPol((Q);),
(19)TOPOZ(8(1)8), TﬂPol(i?é) TﬂPOl(;g?)’
(22)TﬂPl(8(1)§), TmPl(ﬁS) TﬂPol(gg?),
(25)TﬂPl(8(2);), TﬂPlGéS) (27) T N Pol ;??)

122 200
(28)TﬂPol(202), (29)TﬂP0l<010), (3O)TﬂPol(121).

Beweis: Mit A bezeichnen wir in diesem Beweis eine Teilmenge von T', die keine Teilmenge
der unter (1) bis (30) aufgezdhlten Teilklassen von T ist. Dann gehoren zu [A] gewisse
Funktionen fi, fo, ..., f3o mit der im Teil I vereinbarten Eigenschaft (*).

Zum Beweis von [A] = T zeigen wir, dafl A die Voraussetzungen (i) und (ii) von Lemma 3
erfiillt.

Wegen fi, ..., fia € [A] und Lemma 2.3 (Teil 1) gilt offenbar (i).

Analog zu den Uberlegungen im Beweis von Satz 7 (unter Verwendung der Funktionen

fi3, fie, fr9, fo2, fos, fos) zeigt man:
V(a,b) € {0,1} x{0,2} Iy € {1,2} : gap~ € [4] (14)
bzw. (unter Verwendung der Funktionen f; mit i € {14, 15, ...,30}\{15, 16, 19,22, 25, 28})

V(a,c) € {0,1} x {1,2} 36 € {0,2} : gap. € [A], (15)
V(b,c) € {0,2} x {1,2} Ja € {0,1} : gan. € [A].

Als nachstes soll
V(a,b) € {0,1} x {0,2} : gapo € [A] (16)

gezeigt werden.

Sei (a,b) € {0,1} x {0, 2} beliebig gewéhlt. Wegen (13) und (14) haben wir dann fiir gewisse
u, v, w mit u,w € {1,2}, v € {0,2}: gubus Gaw2s Ja2w € [A]. Fiir das b in (15) sind 2 Félle
moglich:
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Fall 1: b = 0.

Bis auf (u,v,w) € {(1,2,1),(1,2,2)} gilt in diesem Fall gop2 € {gabu> Jav.2s Ga.2.w }-

1.1: Im Fall (u,v,w) = (1,2,1) (d-h., {gapu: Gaw2s Ga2w} = {9001, Ja2.2: Ga21}) haben wir
Ja,02 = f27(9a,2,27 Ja,2,1, ga,o,l)-

1.2: Falls (u,v,w) = (17 27 2) (dh7 {ga,b,uaga,v,2aga,2,w} = {ga,O,laga,Q,Q})a ist flS(ga,2,2aga,O,1)
€ {94.02; Ya2,1}, womit wir wie unter 1.1 weiter verfahren konnen.

Fall 2: b = 2.

Bis auf die Moglichkeit (u,v,w) = (1,0,1) (d.h., {Gabu:> Gav.2, Ja2w} = {Ga21, Jao2}) haben
wir in diesem Fall gop2 € {Gabus Gaw2, Ja2w} Da aber fis(gao02,9a21) € {ga2.2: Gao1} und
f30(Ga.2.15 90,02, 9a.01) = Ja22 gilt, ist auch im Fall 2 ¢, eine Superposition tiber A.

Indem man anstelle von b und {0, 2} obige Uberlegungen mit a und {0, 1} durchfiihrt, kann
man

V(a,b) € {0,1} x {0,2} : gap1 € [A] (17)

beweisen. Aus (15) und (16) ergibt sich dann unmittelbar, da§ A die Voraussetzung (ii) von
Lemma 3 erfiillt. Also gilt nach Lemma 3: [A] = T.

Die paarweise Unvergleichbarkeit (bez. Inklusion) der Klassen (13), (16), (19), (22), (25),
(28) ist der Tabelle 5 zu entnehmen, deren idempotente Funktionen #;, ..., ¢4 in der Tabelle
6 angegeben sind. Die Funktion t5 ist definiert durch

Pyt (mod2) fir  (z,y,2) € (0,1},
ts(z,y,2) == z+y+ 2 (mod4) fir (z,y,z2) € {0,2}3,
0 sonst.

Die paarweise Unvergleichbarkeit sémtlicher im Satz genannten Klassen beweist man analog
oder priift man leicht nach.

tl t2 t3 t4 t5 T, T2 tl t2 t3 t4
W)+ - — + + 0 10011
(16)|— + + — + 100011
19)|+ + + — — 0 2(020 2
22)|+ — + + — 2 0(0 20 2
25)|+ + — + — 1 2(1111
(28)|— + + + — 2 1(1 111

Tabelle 5 Tabelle 6
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ROLAND SCHMIDT

Supermodulare Untergruppen von Gruppen

Nach [9] heiit das Element M des Verbandes V supermodular in V (kurz M sm V), wenn
fiir alle B, C, D € V die folgende Identitat erfiillt ist:

(MUB)N(MUCYN(MUD) = (S)
MU(BNCN(MuD))U(CNDN(MUB))U(BNDN(MUC));

M heiBt vereinigungsdistributiv (kurz: U-distributiv) in V, wenn fiir alle B,C' € V das dis-

tributive Gesetz
MU(BNC) = (MUB)N(MUC) (D)

gilt. Wie man sofort sieht, ist jedes U-distributive Element eines Verbandes supermodular,
aber die Umkehrung gilt nicht. Die U-distributiven Untergruppen einer Gruppe G, d.h. die
U-distributiven Elemente ihres Untergruppenverbandes L(G), sind seit langem gut bekannt:
sie sind fiir Torsionsgruppen unabhéngig voneinander von Higman [1] und Zappa [10] cha-
rakterisiert worden, fiir beliebige Gruppen von Sato [0]; siehe auch Suzuki [8, Chapter III,
Theorem 6 und 7].

Wir wollen in dieser Arbeit die supermodularen Untergruppen einer Gruppe G bestimmen.
Es wird sich herausstellen, daf§ diese genau die U-distributiven Untergruppen sind, wenn die
Primzahl 2 keine Schwierigkeiten macht. Das gilt z.B. fiir Untergruppen ungerader Ordnung
oder mit ungeradem Index in endlichen Gruppen; oder fiir Normalteiler M beliebiger Grup-
pen mit |M| > 2, wenn M oder G/M kein Element der Ordnung 2 enthélt. In 2-Gruppen
jedoch gibt es eine Vielzahl von supermodularen Untergruppen, die nicht U-distributiv sind
(sieche Satz 3.3 und 3.6), so dafl unsere Charakterisierung der supermodularen Untergrup-
pen beliebiger Gruppen in den Sétzen 5.1 und 5.3 doch etwas komplizierter wird als die der
U-distributiven Untergruppen von Higman, Zappa und Sato. Haupthilfsmittel beim Beweis
dieser Charakterisierung ist der vielleicht etwas iiberraschende Satz, den wir als erstes in §2
beweisen, dafl eine supermodulare Untergruppe einer Gruppe G mit jeder Untergruppe von

G vertauschbar ist.
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Unsere Bezeichnungen sind, von den unten aufgefiihrten abgesehen, die allgemein {iblichen
(sieche etwa [2] oder [7]). G ist immer eine Gruppe und V ist immer ein Verband. Fiir M < &
und z € G bedeutet

M <- G : M ist eine maximale Untergruppe von G,
Mg = () M9 : das Herz von M in G,
geG

T(G\ M) = {p € P| es existiert ein p-Element in G \ M},

(M) = {p e P| es existiert x € M mit o(x) = p},
o(z, M) = [{x) : MN(x)| : die Ordnung von x modulo M.

Sind B,C, D, M €V, so setzen wir

[B/C] = {Xe€V|C<X<B} falls C < B,
[B/O] = {XeV|X<B},
[I/B] = {XeV|B<X},
L(B,C,D; M) = (MUB)N(MUC)N(MUD),
R(B,C,D; M) = MU(BNCN(MUD))u(CNDN(MUB))J(BNDN(Mu(C)).

1 Supermodulare Elemente in Verbinden

Wir wollen in diesem Abschnitt die grundlegenden Eigenschaften supermodularer Elemente
herleiten, die wir spéter brauchen werden. Im gesamten Paragraphen seien B,C, D und M
Elemente des Verbandes V.

Bemerkung 1.1 Da jeder der 4 Terme, die in R(B,C, D; M) vereinigt werden, in jedem
der 3 Terme, deren Durchschnitt in L(B,C, D; M) gebildet wird, enthalten ist, gilt immer
L(B,C,D; M) > R(B,C,D; M). Somit ist genau dann (S) fir B,C, D und M erfiillt, wenn

L(B,C, D; M) < R(B,C, D; M) ()

gilt. Insbesondere ist M genau dann supermodular in V), wenn fiir alle B,C, D € V die
Ungleichung (S’) erfiillt ist. O

Da die Supermodularitéit durch eine Gleichung definiert ist, gilt:

Lemma 1.2 (a) Sei M sm V. Ist T ein Teilverband von V und M € T, so ist M sm 7 ;
insbesondere ist M sm [B/C|, falls C < M < B.

(b) Ist V; ein Verband und M; sm V; firi=1,...,r, so ist My X - -+ x M, supermodular
mVy X - X V.
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Satz 1.3 Ist M U-distributiv in V, so ist M supermodular in V.

Beweis: Wir wenden (D) zweimal an und erhalten
(MUB)N(MUC)N(MUD) = MU(BNCND) < R(B,C,D; M).
Damit gilt (S’), und nach 1.1 ist M sm V. O
Korollar 1.4 Ist V distributiv, so ist jedes M €V supermodular in V.
Bekanntlich (s. [7], S. 43) heifit M modular in V, wenn gilt:

(M1) UUMNV)=UuM)NV firalle U,V € YV mit U <V und
(M2)  MUUNV) = (MUU)NV fir alle U,V € V mit M < V.

Satz 1.5 (Vasantha Kandasamy []). Ist M supermodular in V, so gilt (M2) fiir M.

Beweis: Fir U,V € V mit M <V gilt offenbar
LU, U, V;M)=(MUU)N(MUV) = (MuU)NV
und
R(U,UV;M)=MUUNMUV)HUUNVN(MUU)) = MUUNV).

Da M sm V, folgt (MUU)NV = MU(UNV). O
In Proposition 2 seiner Arbeit behauptet Vasantha Kandasamy, dafl jede supermodulare Un-
tergruppe modular ist. Sein Beweis ist allerdings unvollstandig: es ist im wesentlichen der
obige Beweis von Satz 1.5, der nirgends benutzt, dafi der Verband der Untergruppenverband
einer Gruppe ist, und der nur die Eigenschaft (M2) liefert. Man sieht sofort, dafl im nichtmo-
dularen Verband mit 5 Elementen das Atom, das zugleich Antiatom ist, supermodular, aber
nicht modular ist. Wie wir im néchsten Paragraphen zeigen werden, gilt die Aussage von

Vasantha Kandasamys Proposition 2 aber doch: supermodulare Untergruppen sind modular.

Deshalb wird die folgende Vererbungseigenschaft fiir uns niitzlich sein.

Lemma 1.6 Ist M supermodular und modular in V, so ist MNU sm [U/O] fiir alle
UeV.

Beweis: Secien B,C,D < U. Wir setzen L := L(B,C, D; M) und

T := (BNCN(MUD))u(CNDN(MUB))U(BNDN(MUC)).
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Wegen M sm V ist L = MUT', und da M modular in V ist, gilt
(MNU)UX = (MUX)NU
fiir alle X < U. Damit rechnet man leicht nach, daf3
L(B,C,D;MNU) =LNU = (MnU)UT = R(B,C,D; MNU)

gilt. Somit ist M NU supermodular in [U/O]. O

Die Eigenschaft (M2) liefert:

Lemma 1.7 Sei M sm VY und X € V.

(a) Die Abbildung ¢ : [XUM/M] — [X/MNX], B — BNX ist injektiv, und es gilt
B =MU(BNX)= MUB? fir alle B € [XUM/M].

(b) Ist [X/M N X| eine Kette, so auch [XUM/M].

(c) Ist MNX unterer Nachbar von X, so ist M unterer Nachbar von X\ UM.

Beweis: Seien B,C € [XUM/M].

(a) Nach (M2) gilt B = (MUX)NB = MU(XNB) = MUB?¥; ist also BY = C¥, so folgt
B = MUB? = MUC% = (C. Damit ist ¢ injektiv.

(b) Da [X/MnNX] eine Kette ist, gilt B¥ < C?¥ oder C¥ < B¥. Mit (a) folgt B = B*UM <
CYUM = C bzw. C' < B im anderen Fall. Damit sind B und C vergleichbar, d.h., [XUM /M]
ist eine Kette.

(c) Nach (a) hat [X UM/M] hochstens zwei Elemente, und wegen M N X < X ist
M < X UM, also M unterer Nachbar von XUM. O

Um zu zeigen, dafl ein Element supermodular ist, sind die folgenden Aussagen niitzlich.

Lemma 1.8 (a) Ist eines der drei Elemente B,C, D in M enthalten, so gilt ().

(b) Ist M modular in V und MU(XNY) = MU(MUX)NY) fir zwei Elemente X,Y der
drei Elemente B,C, D, so gilt (S).

(c) Ist M modular inV und in einem der Elemente B,C, D enthalten, so gilt (S).

Beweis: (a) Ist etwa B < M, so ist MUB = M und somit L(B,C, D; M) = M. Damit ist
(S7) erfiillt, und nach 1.1 gilt (S).
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(b) Sei Z das dritte der Elemente B, C, D. Wenden wir (M2) mit V' = MUX und V = MUZ

an, so erhalten wir

L(B,C,D;M) = (MUX)Nn(MUY)N(MUZ)
= [MUu(MuX)NY)|N(MUZ) = [MU(XnNY)N(MUZ)
= MU(XnNYN(MUZ)) < R(B,C,D; M)

Nach 1.1 gilt (S).
(c) Ist M < X, soist X = MUX und die Voraussetzung von (b) erfiillt. O

Wir brauchen neben 1.6 noch die folgende speziellere Vererbungseigenschaft.

Lemma 1.9 Ist M sm V und [I/M] = {X € V | M < X} eine Kette, so ist jedes
H € [I/M] supermodular in V.

Beweis: Zu zeigen ist (S) mit H statt M. Ist eines der Elemente B, C, D in H enthalten,
so gilt das nach 1.8(a). Seien also B,C, D £ H. Dann ist MUB £ H und somit H < MUB,
da [I/M] eine Kette ist. Wegen M < H folgt MUB = HUB; genauso MUC = HUC und
MUD = HUD. Damit erhalten wir

L(B,C,D; H) = L(B,C,D; M) = R(B,C,D; M) < R(B,C, D; H),

da M < H. Mit 1.1 folgt H sm V. O

2 Supermodulare und permutable Untergruppen

Die Untergruppe M der Gruppe G heifit supermodular in G (kurz: M sm G), wenn M ein
supermodulares Element des Untergruppenverbandes L(G) von G ist; M heiit permutabel
in G, wenn M mit jeder Untergruppe von G vertauschbar ist, d.h. wenn M X = X M fiir alle
X < G gilt. Unser erstes Hauptergebnis ist, daf jede supermodulare Untergruppe permutabel

ist. Wir beweisen das in zwei Schritten.

Lemma 2.1 Ist M sm G und z € G mit o(z, M) < oo, so ist M{x) = (z)M.

Beweis: Wir nehmen an, das Lemma wire falsch, und betrachten ein Gegenbeispiel (G, M, x),
d.h. M sm G und x € G mit o(z, M) < oo und M(x) # ()M, bei dem o(z, M) moglichst
klein ist; sei X = (z). Dann ist fir H = MUX auch (H/Mp, M/Mp,xMpy) ein Gegenbei-
spiel; denn nach 1.2 ist M /My sm H/My, und wéire M /My mit (zMy) vertauschbar, so
folgte der Widerspruch

MX = MMpX = MXMyg = XMgM = XM.
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Da o(xMpy, M/My) = o(z, M) ist, kénnen wir zu H/My iibergehen, d.h.
G=MUX und Mg=1 (1)

annehmen. Offenbar ist X /MNX eine endliche zyklische Gruppe. Hétte die zwei verschiedene

maximale Untergruppen X;/MNX und Xy/MNX, so lieferte die Minimalitéit von o(x, M),
dal M mit X; und X,, also auch mit X;UX,; = X vertauschbar wéire, ein Widerspruch.
Es ist also X/MNX zyklisch von Primzahlpotenzordnung und damit [X/MNX] eine Kette;
nach 1.7 ist auch [XUM /M| = [G/M] eine Kette.

Angenommen, es existierte ein Y mit MNX <Y < X. Aus der Minimalitdt von o(x, M)
folgte dann MY = Y M =: H. Nach 1.9 wiare H sm G, und unsere Induktionsannahme
lieferte HX = X H und damit

MX=MYX=HX=XH=XYM=XM.
Der Widerspruch zeigt, daf3
MNX eine maximale Untergruppe von X (2)
ist. Mit 1.7(c) erhalten wir:
M ist eine maximale Untergruppe von G. (3)

Nun folgt

MNMY QMY firalley € X . (4)

Denn wire MNMY 4 MV fiir ein y € X, so existierte ein z € MY mit (MNMY)* £ MNMY.
Dann wéren B := (MNMY)?, C:= (z) und X wegen z € MY und B < MV alle nicht in M
enthalten, und mit (3) folgte L(B,C, X; M) = G. Wegen y € X wire MYNX = (MNX)Y =
MNX < M und somit BNX < M und CNX < M; da auch

BNC = (MAMY)*N(z) = (MAMY)N(2))* = (MAMY)N\(z) < M

ist, folgte R(B,C, X; M) = M, im Widerspruch zur Supermodularitéit von M. Damit ist (4)
bewiesen.

Wenden wir (4) an mit y = z und y = 27!, so erhalten wir MNM*<IM* und MnME §1fo1,
also M*NM < M. Wegen M (z) # (x)M ist M* # M, und es folgt MNM* I MUM* =G
nach (3). Da Mg = 1 ist, erhalten wir MNM?* = 1 und wegen MNX < MNM?* und (2) dann

MNX =MnNM*=1, und |X| ist eine Primzahl. (5)
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Da M X # X M ist, existiert ein a € M mit X # X% wegen MNX = 1ist MNX* = 1.Ist B <
G mit BAX =1=B\X%und B £ M,soist L(B, X, X% M)=Gund R(B, X, X% M) =M,
ein Widerspruch. Es gibt also kein solches B, und daraus folgt zum einen, daf§ X und X die
einzigen minimalen Untergruppen von G sind, die nicht in M enthalten sind; zum anderen
erhalten wir X* < M?, sonst hitte B = M* wegen MNM* = 1 = M*NX die obigen
Eigenschaften. Damit ist X® die einzige minimale Untergruppe von M? und dann X%
die einzige minimale Untergruppe von M. Folglich hat X genau 3 Konjugierte, und es ist
M = NG(X“fl) wegen (3) und Mg = 1. Somit ist |G : M| = 3, und G ist die symmetrische
Gruppe auf 3 Symbolen, doch die hat 3 minimale Untergruppen auflerhalb M. Mit diesem

Widerspruch ist Lemma 2.1 bewiesen. O
Lemma 2.2 [st M sm G und existiert ein x € G mit o(x, M) = oo, so ist |M| < 2 und
x € Cg(M).
Beweis: Sei M # 1 und X = (x). Aus o(z, M) = oo folgt, dafl

MnNX =1 und X unendlich zyklisch (6)

ist. Die Supermodularitit von M liefert dann:

Sind B,C, D < MUX mit BNC < M,BND <M und CND < M, (7)
so ist eine der drei Gruppen B, C, D in M enthalten.
Denn die Voraussetzungen in (7) implizieren R(B,C, D; M) = M, wéihrend fiir B £ M nach

1.7 offenbar MUB = MU((MUB)NX) und somit (MUB)NX # 1 ist. Wire also keine der
Gruppen B,C, D in M enthalten, so wére

K = (MuB)nX)N((MuC)NnX)N(MUD)NX) #1,

da endlich viele nichttriviale Untergruppen der unendlich zyklischen Gruppe X nichttrivialen
Durchschnitt haben. Mit (6) folgte

L(B,C,D; M) > MUK > M = R(B,C,D; M),

ein Widerspruch. Damit ist (7) bewiesen.

Angenommen, es existiert ein ¢ € (MUX) \ M mit o(g, M) < oo. Nach 2.1 ist dann
M(g) = (g)M; sei M{(g) =: H. Dann ist |H : M| = |(g) : (9)NM]| < oo, also auch H/Mpy
endlich. Nach 1.7 ist H = MU(HNX) und wegen MNX = 1ist HNX ~ (HNX)My /My
endlich. Da X unendlich zyklisch ist, folgt HNX = 1, also der Widerspruch H = M. Damit

haben wir

o(g, M) = oo fiir alle g € (MUX)\ M. (8)
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Wir wollen zeigen, da8 M von x? normalisiert wird. Das ist klar, wenn M = M? ist. Sei also

M # M?, etwa M® £ M; sonst gehen wir zu x~! {iber. Sei y € X. Nach (6) ist MYNX =
(MNX)¥ =1. Fir b € MY gilt dann b € M oder b € M*; denn sonst wire o(b, M*) = oo
nach (8), also (b)) N M* = 1, und die drei Untergruppen B = (b), C = M* D = X
von MUX wiirden (7) verletzen. Also ist MY die mengentheoretische Vereinigung der beiden
Untergruppen MYNM und MYM? und somit gleich einer dieser Untergruppen, d.h. MY < M
oder MY < M*. Wir benutzen dies mit y = 22 und y = 2~'. Da M* £ M, ist M** £ M~
also M* < M. Aus M** < M und M* £ M* folgt M £ M*, also M* ' £ M. Somit ist
M*" < M® und dann M < M?®*. Damit ist M = M“”Q, also

M < M {z?). (9)

Seil#y € (2?) und 1 # a € Cy(y). Dann ist {(a,y) = (a) x (y) und fiir B = {(ay), C =
(a*y), D = (y) offenbar L(B,C,D;M) = M(y). Wire o(a) = oo, so wire BNC =
BND =CND =1und R(B,C,D; M) = M, ein Widerspruch. Sei also o(a) = n. Dann ist
BNC = BND = (y") und CND = (y™) mit m = n fiir n ungerade und m = % fiir n gerade,
also R(B,C,D; M) < M(y™). Es folgt n = 2, d.h. o(a) = 2 fiir 1 # a € Cy(y). Existieren
zwei verschiedene Involutionen a, b in Cy/(y), so setzen wir B = (ay), C = (by), D = (y)
und erhalten wieder L(B,C, D; M) = M{y) und R(B,C, D; M) < M(y?), ein Widerspruch.

Es ist also
|Cur(y)| <2 fiiralle 1 #y € (7). (10)

Angenommen, |M| > 2. Wire dann M endlich, so bewirkte 2% einen Automorphismus end-
licher Ordnung m auf M, d.h., es wire M = Cy(z*™) im Widerspruch zu (10). Somit ist M
unendlich. Sei 1 # y € (?) mit |Cy;(y)] maximal und sei Y = (y). Dann ist Cy(Y;) = Cy(Y)
fiir alle 1 £ Y; <Y und es folgt

YNY*=1 firalleae M\ Cy(Y). (11)

Denn es ist [y,a] = y ta lya € YUY* < Ce(YNY?) und [y,a] € M, da M < M(z?). Tst
also YNY® #£ 1, so ist [y,a] € Cp(YNY?) = Cy(Y) und dann [y?,a] = [y,a]*> = 1, da
|ICym(Y)] < 2. Also a € Cy(y?) = Cy(Y), ein Widerspruch. Damit ist (11) gezeigt, und aus
(11) folgt sofort, daB Y*NY? = (Y NY® )’ = 1 ist fiir alle a,b € M mit ab™" & Cp ().
Da M unendlich und Cy;(Y") endlich ist, existieren also 3 Konjugierte B, C, D von Y unter

M, die sich paarweise trivial schneiden, ein Widerspruch zu (7).

Damit ist |[M| = 2 und M nach (8) die einzige Untergruppe der Ordnung 2 in M UX. Es
folgt x € C(M), was zu zeigen war. O

Als unmittelbare Folgerung aus 2.1 und 2.2 erhalten wir das angekiindigte Ergebnis.
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Satz 2.3 Ist M supermodular in G, so ist M permutabel in G.

Beweis: Da eine Untergruppe, die mit gewissen Untergruppen vertauschbar ist, auch mit
deren Erzeugnis vertauschbar ist, ist nur zu zeigen, dal M X = XM gilt fiir alle zyklischen
Untergruppen X von G. Ist | X : MNX| < oo, so steht das in Lemma 2.1; ist | X : MNX]|
unendlich, so ist nach Lemma 2.2 sogar X < Cg(M), also gewil M X = X M. O]

Da jede permutable Untergruppe modular ist [7, Theorem 2.1.3], haben wir mit Satz 2.3
insbesondere die in §1 angekiindigte Aussage bewiesen, dafl jede supermodulare Untergruppe

modular ist. Ferner erhalten wir mit 1.6 die folgende wichtige Vererbungseigenschaft.

Lemma 2.4 Ist M supermodular in G und U < G, so ist MNU supermodular in U.

Wir wollen nun umgekehrt zeigen, dafl eine permutable Untergruppe der Ordnung 2 einer
beliebigen Gruppe supermodular ist. Zuerst beweisen wir ein allgemeineres Kriterium fiir

Supermodularitét.

Satz 2.5 Sei M permutabel in G und G periodisch. Genau dann ist M supermodular
i G, wenn es zu jedem H mit M < H < G héchstens 2 zyklische Untergruppen X wvon
Primzahlpotenzordnung gibt mit H = M X.

Beweis: Ist M sm G und sind X; < G zyklisch von Primzahlpotenzordnung mit
X1 #Xo#Xsg#Xgud M < H=MX; = MXy = MXj3, so ist R(Xy,Xs, X5; M) =
MU(X1NXo)U(XoNX3)U(X1NX3). Da X; # X ist fiir ¢ # j, gilt X;NX; < &(X;), und
somit sind alle X;NX; in der M enthaltenden maximalen Untergruppe Hy = M ®(X;) von
H enthalten. Also

R<X1aX2aX3;M> S HO < H= L(X17X27X3;M)7

ein Widerspruch.

Sei nun umgekehrt die angegebene Bedingung erfiillt und seien B,C;D < G. Sei
x € MBNMCNMD von Primzahlpotenzordnung und sei H = M({x). Zu zeigen ist
x € R(B,C,D; M); dann gilt (S’) und M sm G nach 1.1.

Ist H = M, so ist x € M < R(B,C,D;M). Sei also M < H. Dann ist wegen
H < MBNMCNMD nach Dedekind

H=M(HNB) = M(HNC) = M(HND).
Da M permutabel in G ist, ist M modular in G und nach [7, Theorem 2.1.5] somit

[(z)/(x)M] ~ [H/M] ~ [HNB/HNBNM] = [HNB/MNB] .
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Da [(x)/(z)NM] eine Kette ist, ist es auch [HNB/MNB], und es existiert ein b € HNB von
Primzahlpotenzordnung mit HNB = (M NB)(b). Damit ist H = M(HNB) = M(b), und
genauso existieren ¢ € HNC und d € HND von Primzahlpotenzordnung mit H = M (c) =
M (d). Nach Voraussetzung gibt es hochstens 2 solche Untergruppen (b), (c), (d), d.h., es ist
etwa (b) = (¢) < BNCNM D. Somit ist

H = M(b) < M(BNCNMD) < R(B,C, D; M)
und damit x € R(B,C, D; M), was zu zeigen war. O

Satz 2.6 Ist M permutabel in G und |M| = 2, so ist M supermodular in G.

Beweis: Seien B,C,D < G. Wie eben ist zu zeigen, dal jedes + € MBNMCNMD
von unendlicher oder Primzahlpotenzordnung in R(B,C, D; M) liegt. Sei dazu wieder M <
M(x) =: H. Dann ist H = M(HNB) = M(HNC) = M(HND). Nach 1.8(c) gilt (S) fur
B,C, D, wenn M in einer der Gruppen B,C, D enthalten ist; sei also MNB = MNC =
MND = 1. Dann sind HNB, HNC und HND Komplemente zu M in H.

Ist o(x) = oo oder o(x) = p" mit p > 2, so ist M < H nach [7, 5.2.7 bzw. 5.1.5], also
H = M x (x). In einer solchen Gruppe gibt es 2 Komplemente bzw. genau ein Komplement
zu M. Ist o(x) = 2", so ist |H : (z)| = 2, also (x) < H und dann H abelsch vom Typ (27, 2)
oder dazu verbandsisomorph. In jedem Fall hat M hochstens 2 Komplemente in H, d.h. es
muf} etwa HNB = HNC < BNCNMD und dann x € H = M(HNB) < R(B,C, D; M) sein.

OJ

Es sei bemerkt, dal es Gruppen G mit nichtnormalen permutablen Untergruppen der Ord-

nung 2 und Elementen unendlicher Ordnung gibt |7, Exercise 6.3.2].

3 Supermodulare Untergruppen von p-Gruppen

Fiir p > 2 lassen sich die supermodularen Untergruppen einer p-Gruppe folgendermaflen

charakterisieren.

Satz 3.1 Sei G eine p-Gruppe, p > 2, und sei 1 < M < G. Dann sind dquivalent:

(a) M ist supermodular in G.
(b) Fiir jede Untergruppe X von G gilt X < M oder M < X.
(c) FEs gilt eine der folgenden drei Aussagen:
(i) G ist zyklisch,
(ii) G =~ Zy~, die Prifergruppe vom Typ p™ [5, S. 23],
(i) 1< M < Z(G) <G und Z(G) =({{x) | z € G\ Z(G)}.
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Beweis: Wir zeigen zuerst, daf§ (b) aus (a) folgt. Offenbar ist (b) dquivalent zur Aussage:
Fiir jedes x € G\ M ist M < (z). Wir nehmen also an, es existiert z € G\ M mit M £ (z),
und betrachten ein solches x mit o(x) minimal. Sei X = (z), N = (2) und H = MUX.
Wegen der Minimalitdt von o(x) ist 2? € M, also MNX = N <- X; nach 1.7 ist M <- H.
Wiire Ny (X) # M, so existierten |M : Ny (X)| > p Konjugierte von X unter M; sind
B, C, D drei solche Konjugierte, so folgt L(B,C,D; M) = H und R(B,C,D; M) = M, ein
Widerspruch. Also ist X << H und dann auch N < H. Wére Cyyn(X/N) # 1, so existierte
Y mit N <Y < M und XY/N elementarabelsch der Ordnung p?. Diesmal existierten drei
von Y/N verschiedene Untergruppen B/N, C'/N, D/N der Ordnung p von XY /N, und es
wire wieder L(B,C,D;M) = H und R(B,C,D; M) = M. Es ist also Cyyn(X/N) = 1,
insbesondere C;(X) = N und dann M /N isomorph zu einer Untergruppe von Aut X, also
endlich. Damit ist H = MX endlich, also M < H und dann H/N = M/N x X/N, im
Widerspruch zu Cyy/n(X/N) = 1. Damit ist (b) gezeigt.

Sei nun (b) erfiillt. Da M < G ist, existiert z € G \ M, und es folgt M < (z). Damit
ist M zyklisch und wird von z zentralisiert; da die Elemente x € G\ M ganz G erzeugen,
folgt M < Z(G). Jede minimale Untergruppe von G liegt nach (b) in M, d.h., G hat nur
eine minimale Untergruppe. Ist also G endlich, so ist G zyklisch. Ist Z(G) unendlich, so
existiert zu jedem = € G\ Z(G) ein z € Z(G) mit o(z) = o(z); dann ist (z, z) endlich und
nicht zyklisch, was nicht méglich ist, da G nur eine minimale Untergruppe hat. Also folgt
G = Z(G) und somit G =~ Z,e. Ist schlieilich G unendlich und Z(G) endlich, so ist fiir
jedes © € G\ Z(G) offenbar (x)Z(G) endlich, daher zyklisch und somit Z(G) < (z). Also
ist Z(G) < ({(z) | z € G\ Z(G)}; die umgekehrte Inklusion gilt in jeder Gruppe. Damit
ist (c) gezeigt.

Sei schlieBlich (c) erfiillt. In den Féllen (i) und (ii) ist L(G) eine Kette. Im Fall (iii) ist fiir
x € G\ M entweder z € Z(G) und dann M < (x), da Z(G) zyklisch ist, oder z ¢ Z(G) und
dann M < Z(G) < (z). In allen Fallen gilt (b), und aus (b) folgt M < G und mit 1.8 dann
(a). Damit ist Satz 3.1 bewiesen. O

Die Gruppen in (iii) von Satz 3.1 haben nur eine minimale Untergruppe, namlich Q(M),
und sind wegen Z(G) < G daher unendlich. Damit haben wir das folgende Korollar, das sich

natiirlich auch leicht direkt beweisen 1af3t.

Korollar 3.2 Sei |G| =p", p > 2. Ezistiert eine supermodulare Untergruppe M von G
mit 1 < M < G, so ist G zyklisch.

Beispiele von Gruppen mit (iii) aus Satz 3.1 sind die von Olshanskii [/, Theorem 31.8] kon-
struierten erweiterten Tarskigruppen. Eine vollstandige Beschreibung aller (iii) erfiillenden

Gruppen ist uns nicht bekannt. Fiir p = 2 ist die Situation besser, da es hier Gruppen von
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Typ (iii) nicht geben kann. Dafiir gibt es erheblich mehr endliche 2-Gruppen mit super-
modularen Untergruppen. Diese bestimmen wir als néchstes; wir bezeichnen mit QQon die

verallgemeinerte Quaternionengruppe der Ordnung 2".

Satz 3.3 Sei G eine endliche 2-Gruppe und 1 < M < G. Dann sind dquivalent:

(a) M ist supermodular in G.

(b) M ist permutabel in G, und ist M <- H < G, so ist jede von M verschiedene mazimale
Untergruppe von H zyklisch.
(c) Es gilt eine der folgenden sechs Aussagen:
(i) M ist permutabel in G und |M| = 2.
(ii) G ist zyklisch.
(iii) G ~ an mit n > 3, und M = Zy(G), falls n > 4.
(iv) M = Q(G) und |M| = 4.
(v) G st abelsch vom Typ (2",2) mit n > 3, oder dazu verbandsisomorph, und
M = Qu(G) fir ein k < n.
(vi) G =(a,b|a* =1, b* = a?

n—1

, btab=at) mit n >3 und M = Q(G).

Beweis: Ist M supermodular in GG, so ist M nach 2.3 permutabel in G. Sei M <- H < G
und U # M eine nichtzyklische maximale Untergruppe von H. Dann ist H/UNM eine
Vierergruppe, und somit existiert B mit UNM < B < H und U # B # M. Da U nicht
zyklisch ist, existieren neben UNM zwei weitere maximale Untergruppen C' und D mit
CND = CN(UNM ) = D(UNM). Da M <- H und B,C, D £ M sind, ist L(B,C,D; M) = H,
da BNU und CND in M liegen, ist R(B,C, D; M) = M, ein Widerspruch. Damit ist gezeigt,
daB (b) aus (a) folgt.

Wir nehmen nun an, da8 M die Eigenschaft (b) hat, und zeigen (c) mittels Induktion nach
|G|. Ist |[M| = 2, so gilt (i); sei also

(M| > 4. (12)

Angenommen, es existiert * € G \ M mit o(z) = 2. Da M permutabel in G ist,
dann |[M(xz) : M| = 2; sei U eine x enthaltende maximale Untergruppe von M(z). Da
x & M, ist U # M, nach Voraussetzung also U zyklisch. Damit ist UNM = 1 und dann
|M| = |MU : U| =2, im Widerspruch zu (12). Es existiert also kein solches z, d.h., es ist

QG) < M. (13)

Ist M zyklisch, so besitzt G' daher nur eine minimale Untergruppe, ist also zyklisch oder eine
verallgemeinerte Quaternionengruppe. Ist G ~ (QQon mit n > 4, so existiert wegen |M| > 4

eine nichtzyklische Untergruppe H von G mit M <- H. Nach Voraussetzung hat dann H
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nur zyklische maximale Untergruppen, ist also eine Qg. Somit ist |[M| =4 und M = Z,(G),

da permutabel in G. Damit gilt (iii), und wir kénnen annehmen, dafl
M nicht zyklisch (14)

ist. Sei M <- H < G. Nach (14) ist H nicht zyklisch, besitzt also mindestens 2 von M
verschiedene maximale Untergruppen, die nach Voraussetzung zyklisch sind. Da die Dieder-
gruppen, Quasidiedergruppen und verallgemeinerten Quaternionengruppen jeweils nur eine
zyklische maximale Untergruppe haben, sofern sie eine nichtzyklische echte Untergruppe
enthalten, folgt mit [2, S. 91]:

Ist M <- H < G, soist H abelsch vom Typ (2",2) oder dazu verbands-  (15)
isomorph, und M = Q,_(H). Insbesondere ist M abelsch.

Da [Q(H)| =4 und Q(G) < M < H ist, gilt
(G)] = 4. (16)

Ist M = Q(G), so gilt (iv). Wir konnen also Q(G) < M annehmen. Nach (15) ist M/Q(G)
zyklisch. Ist ferner ¢ € G\ M mit o(g) = 4, so ist |M(g) : M| = |{g) : MN{g)| = 2;
insbesondere ist |M(g)| > 2* und nach (15) daher g € Q5(M{g)) < M, ein Widerspruch.
Somit ist 23(G) < M und M/Q(G) enthilt jede minimale Untergruppe von G/Q(G). Damit
hat G/Q(G) nur eine minimale Untergruppe, ist also zyklisch oder eine verallgemeinerte
Quaternionengruppe. Im ersten Fall ist G = (y2(G)) und |G : (y)| = |2UG) : Q(G)N(y)| = 2,
d.h., G hat einen zyklischen Normalteiler vom Index 2. Da G genau 3 Involutionen besitzt,

gilt (v). Sei also
G/QG) ~ Qan mit n > 3. (17)

Fiir jede Untergruppe H von G mit M <- H ist H/Q(G) nach (15) zyklisch; mit (17) folgt
daraus |M : Q(G)| = 2. Damit ist M < Q4(G), also schlieflich

M = Qy(G) und |M|=38. (18)

Sei A = Ce(2G)) und = € Q(G) \ (M); sei X = (x). Da M abelsch ist, ist M < A;
nach (17) und (18) ist M < A, da |G : A] < 2. Damit ist 1 < M/X < A/X, und M/X
erfiillt (b) in A/X. Da M/X zyklisch der Ordnung 4 ist, liefert die Induktionsannahme, daf
A/ X zyklisch oder eine verallgemeinerte Quaternionengruppe ist. Im letzteren Fall existierte
H < Amit M <- Hund H/X ~ Qs, ein Widerspruch zu (15). Also ist A/X zyklisch und
dann A = (a) x (x) mit a € G.

Ist A= G, sogilt (v); sei also |G : A| = 2. Da G/Q(G) eine verallgemeinerte Quaternionen-
gruppe ist, existiert ein b € G mit G = (a,b, Q(G)) und a® = a2 fiir ein z € Q(G). Wegen
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eAista=a" = (a'2)" =az'2" also 2° = 2. Da b & A = Cq(Q(G)) = Ca(x) ist, folgt

1 —1+42n-1

z € (a). Ist a® = a™1, so sind wir zufrieden. Ist aber a® # a™1, so ist also a” = a und

2? = za®"" und somit (ax)’ = a 'z = (ax)~'. In diesem Fall ersetzen wir a durch az und
koénnen also annehmen, dafi a® = a1 ist. Da M < A, ist b ¢ M = Qy(G), also o(b) > 8.
Andererseits ist |G : (a)| = 4 und somit [(b) : (a)N(b)| < 4; ferner [(a)N(b)| < 2, da diese
Gruppe von b invertiert und zentralisiert wird. Es folgt o(b) = 8, b* = a®"" und G = (a, b).
Damit gilt (vi) und (c).

Wir zeigen schliefilich, daf (a) aus (c) folgt, d.h. daf in den Féllen (i) — (vi) immer M
supermodular in G ist. Im Fall (i) gilt das nach Satz 2.6, im Fall (ii) nach 1.4; in den
anderen Féllen benutzen wir Satz 2.5. Sei also M < H = M X mit X zyklisch. Da in allen

diesen Fallen M < G ist, ist dann zu zeigen:
Es existiert hochstens eine zyklische Untergruppe Y # X von H mit H = MY.  (19)

Das ist klar fiir G ~ Q)g, da hier entweder H = X zyklisch oder H = G und M eine der 3
maximalen Untergruppen von G ist. Ist G ~ Qon mit n > 4 und M = Z5(G), so ist entweder
|X| =4 und H ~ Qs, oder |X| > 4 und dann M < X = H, da alle Elemente auflerhalb
der zyklischen maximalen Untergruppe von GG die Ordnung 4 haben; in beiden Féllen gilt
(19). Im Fall (iv) ist |H : Y| = |[M : MNY| = 2 fir jede H = MY erfiillende zyklische
Untergruppe Y. Da H nur 3 maximale Untergruppen hat, gilt (19). Im Fall (v) ist | X| = 2"
mit r > k, somit H = Q,(G) und dann auch |Y| = 2" fur jedes zyklische Y mit H = MY
Da eine abelsche Gruppe vom Typ (2",2) nur 2 zyklische Untergruppen der Ordnung 2"
besitzt, gilt (19). Im Fall (vi) schlieBlich ist b* € Z(G) und somit A = (a,b*) abelsch vom
Typ (2%,2). Ist g € G\ A, so ist g = a’b***! und dann g% = b**2, also

o(g) =8 firalle ge G\ A. (20)

Somit ist M = Q9(G) < A, d.h. |[M| = 8. Ist nun H = MX < A, so gilt (19), wie wir
gerade im Fall (v) sahen. Ist aber H € A und H = MY mit Y zyklisch, so ist |Y] = 8
und |[YNM| = 4 nach (20) und damit |H : Y| =|M : MNY| = 2. Es ist also H von zwei
Elementen erzeugt und hat nur 3 maximale Untergruppen, von denen eine M ist. Es folgt
(19), somit gilt (a), und Satz 3.3 ist bewiesen. O

Offenbar beschreiben die Félle (i) — (iii) aus Satz 3.3 die zyklischen und die Félle (iv) — (vi)
die nichtzyklischen supermodularen Untergruppen endlicher 2-Gruppen. Es sei bemerkt, dafl
die Gruppen in (iv) wohlbekannt sind [3]. Um Satz 3.3 auf unendliche Gruppen auszudehnen,

brauchen wir den folgenden Hilfssatz.

Lemma 3.4 Sei G eine 2-Gruppe und 1 < M < G. Ist M supermodular in G, so ist
|M| < o(z) fir jedes x € G\ M; insbesondere ist M endlich.
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Beweis: Sei z € G\ M mit o(z) minimal, sei X = (z) und H = MX; zu zeigen ist
|M| < |X|. Die Minimalitit von o(x) liefert % € M, also | X : MNX| = 2. Da M permutabel
in G ist, folgt |H: M| =|X: MNX|=2und M < H.

Angenommen, es existiert 7’ mit X < 7' < H und |T" : X| = 4. Dann ist T eine endliche
2-Gruppe und M'NT sm T nach 2.4; ferner |7 : MNT| =2, also 1 < MNT < T. Ist dann
X < S <T,so0ist S zyklisch nach 3.3(b); andererseits hat S = (MNS)X zwei verschiedene
maximale Untergruppen M NS und X. Der Widerspruch zeigt, dafl keine X enthaltende
Untergruppe T von H mit |T : X| = 4 existiert.

Da je zwei Involutionen eine Diedergruppe erzeugen, enthélt jede 2-Gruppe der Ordnung
> 4 eine Untergruppe der Ordnung 4. Damit folgt |Ngy(X)/X| < 2. Nach Satz 2.5 hat X
hochstens 2 Konjugierte unter H, d.h., es ist auch |H : Ny(X)| < 2, also |H : X| < 4. Es
folgt |H : X| = 2 und dann |M| = |X|, was zu zeigen war. O

Das vorstehende Lemma gestattet es, einige unmittelbare Folgerungen aus Satz 3.3, die wir
spéter brauchen werden, gleich fiir supermodulare Untergruppen beliebiger 2-Gruppen zu

beweisen.

Korollar 3.5 Sei G eine 2-Gruppe, 1 < M < G und M supermodular in G. Dann gilt:

(a) M ist abelsch.

(b) M normalisiert jede Untergruppe von G.

(c) Ist M| > 2, soist M 1G.

(d) Ist M micht zyklisch, so ist Q(G) < M und M abelsch vom Typ (2%,2) fiir ein k € N.

Beweis: Wir iiberzeugen uns zuerst, dafl die Aussagen (a) — (d) fiir endliches G gelten. Eine
solche Gruppe hat eine der Eigenschaften (i) — (vi) aus Satz 3.3. Gilt eine der Aussagen (i)
— (iv), so sind (a) — (d) trivial, wenn man fiir (b) beachtet, dafl in den Fallen (i), (iii) und
(iv) fir 1 #U < Ggilt [UM : U| =|M : UNM| < 2. Gilt (v), so ist §,_1(G) abelsch und
ULG fur alle U £ Q,-1(G). Im Fall (vi) schlieflich ist M nach (20) in der abelschen Gruppe
A = (a,b*) enthalten, also abelsch. Fiir U < G ist entweder U < A oder |M : UNM| < 2,
wieder nach (20). Somit gilt (b), (c) ist trivial, und (d) folgt aus (20).

Ist nun G unendlich, so ist M nach 3.4 und 2.3 endlich und permutabel in G. Fiir jedes
x € G\ M ist also Gy = M(z) endlich und 1 < M < Gy, d.h., es gelten (a) — (d) fiir Gp.
Damit ist M abelsch und vom Typ (2, 2) fiir ein k € N, falls nicht zyklisch; ferner M* = M
falls |[M| > 2 und M < Ng((z)). Somit gelten (b) und (c). Ist schlieBlich M nicht zyklisch,
so folgt aus o(x) = 2 der Widerspruch = € Q(Gy) < M. Also ist Q(G) < M, und (d) gilt.Od

Der folgende Satz charakterisiert die supermodularen Untergruppen unendlicher 2-Gruppen.

Er wird in §5 nicht gebraucht werden, da wir mit Korollar 3.5 arbeiten kénnen.
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Satz 3.6 Sei G eine unendliche 2-Gruppe und sei 1 < M < G. Genau dann ist M su-

permodular in G, wenn eine der folgenden Aussagen gilt:

(i) M ist permutabel in G und |M| = 2.
(i) G ~ Zy.
(iii) G ( Y mit A Zyeo, a® = a™! fiir alle a € A, (b*) = Q(A) und M = Zy(G).
(iv) M =Q(G) und | M| = 4.
(V) G >~ Zyss X Zy und M = Qi (G) fir ein k € N.
(vi) G = A(b) mit A~ Zye, a® = a™? fiir alle a € A, (b*) = Q(A) und M = Qy(G).

Beweis: Sei zuerst M sm G. Nach 2.3 ist M permutabel in G. Ist |[M| = 2, so sind wir
fertig; sei also |M| > 2. Mit Lemma 3.4 folgt dann Q(G) < M.

Ist M zyklisch, so hat G nur eine minimale Untergruppe, und somit gilt bekanntlich G ~ Z5~
oder G ~ (=, die in (iii) angegebene Gruppe. Im letzteren Fall wird G von Elementen der
Ordnung 4 erzeugt, und mit 3.4 folgt |M| = 4; als permutable Untergruppe von G ist dann
M = Z5(G). Damit gilt (iii).

Sei nun M nicht zyklisch. Nach Korollar 3.5 ist dann Q(G) < M und M abelsch vom
Typ (2F,2) fiir ein k € N; es folgt |Q(G)| = 4. Ist |[M| = 4, so gilt (iv); sei also k& > 2.
Nach Lemma 3.4 ist dann 25(G) < M. Da M/Q(G) zyklisch ist, hat also G/(G) nur eine

minimale Untergruppe und ist somit isomorph zu Zs~ oder QQo.

Ist H/QG) ~ Zy~ und Q(G) < Z(H), so ist fir je zwei Elemente u,v € H offenbar
(u,v)Q2(G) eine zyklische Erweiterung der zentralen Untergruppe Q(G), also abelsch, d.h.
uv = vu. Damit ist H abelsch, und da G nur 3 Involutionen besitzt, folgt H ~ Zyx X Zy
[5, 4.3.13].

Wegen [Q(G)| =4 ist |G : Ca(QG))] < 2. Ist also G/QG) ~ Zax, so folgt Cq(QG)) =G
und dann G ~ Zy~ X Zy, wie eben gezeigt. Nach 3.4 ist M = Qi (G), d.h., es gilt (v). Ist
schlieBlich G/Q(G) ~ Qa, soist H < Cq(Q(G)), wenn H/Q(G) die Untergruppe vom Index
2 in G/Q(G) ist; wegen H/Q(G) ~ Zy ist erneut H = A X Z mit A ~ Zs~ und |Z| = 2.
Da G/Q(GQ) ~ Qe ist, existiert b € G mit a® = a™! (mod Q(G)) fiir alle @ € A. Somit ist
(a*)® = (a®)? = a2, und da jedes Element von A ein Quadrat ist, folgt a® = a~! fiir alle
a € A. Wegen |G : A| = 4 wird b* € A von b invertiert und zentralisiert; es ist also b* € Q(A).
Wegen M/Q(G) SG/QG) ist M < H, also b ¢ M. Nach 3.4 ist o(b) > 8 und damit dann
(b*) = Q(A) und G = A(b). Wieder mit 3.4 folgt |M| = 8, also M = Qy(G). Damit gilt (vi).
Hat umgekehrt G eine der Eigenschaften (ii) — (vi), so ist M ein endlicher Normalteiler von
G und folglich auch H endlich, wenn H = M X > M und X zyklisch ist. Nach Satz 3.3 ist

M supermodular in H, und somit hat M hochstens 2 zyklische Supplemente in H. Nach 2.5
ist M sm G. Gilt schliellich (i), so ist M nach Satz 2.6 supermodular in G. O
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4 Supermodulare Untergruppen endlicher Gruppen

Wir brauchen zwei Hilfssétze, deren unendliche Versionen fiir die Charakterisierung super-
modularer Untergruppen beliebiger Torsionsgruppen benétigt werden. Deshalb beweisen wir

sie gleich allgemein.

Lemma 4.1 Sei G eine Torsionsgruppe, 1 < M < G, M supermodular in G und sei
X < G zyklisch von Primzahlpotenzordnung p™ mit X £ M.

(a) Dann ist M < Ng(X).
(b) Istp>2 oderp=2¢m(M), soist M < Cg(X).

Beweis: Nach Satz 2.3 ist M permutabel in G; sei H = M X. Nach Satz 2.5 hat X hochstens
zwei Konjugierte unter M, d.h., es ist |[M : Ny (X)| < 2. Wegen Ny (X) = Ny (X)X ist
dann auch |H : Ny(X)| < 2.

Sei zuerst p > 2. Ist dann y € Ny (X) \ X ein p-Element, so ist P = X(y) eine endliche
p-Untergruppe von H mit X < P. Da X £ M und P = (MNP)X ist, gilt 1 < MNP < P.
Nach 2.4 ist MNP sm P, und nach 3.2 ist P zyklisch; aber dann kann P nicht Produkt
der echten Untergruppen MNP und X sein. Der Widerspruch zeigt, dal X die Menge der
p-Elemente von Ny (X) ist. Damit ist X charakteristisch in Ny (X) < H, also X < H. Nach
[7, Theorem 6.2.10] ist M ascendant in H, nach [7, Theorem 2.1.5] ist [H/M] ~ [X/MNX]
eine endliche Kette. Ist also Hy die M enthaltende maximale Untergruppe von H, so ist
Hy < H. Somit ist [M, X] < HyNX = &(X), und damit wird X von jeder p’-Untergruppe
von M zentralisiert [2, S. 275]. Da X jedes p-Element von M enthilt, folgt M < Cq(X).

Sei nun p = 2. Ware |H : Ny(X)| = 2, so existierte ein 2-Element a € M \ Ny (X). Wegen
Ny (X)<H wéren dann X und X verschiedene 2-Normalteiler von Ny (X) und S = X X%(a)
eine endliche 2-Gruppe. Wegen a € MNS und X £ M wiare 1 < MNS < S, und nach 2.4 und
3.5 wiirde X von M NS normalisiert, im Widerspruch zu X # X®. Es ist also Ny(X) = H,
d.h., (a) gilt. Und ist 2 € w(M), so ist M < Cg(X), da Aut X eine 2-Gruppe ist. O

Lemma 4.2 Sei G eine Torsionsgruppe und 1 < M < G. Ist M supermodular in G, so
ist O*(G) < MCq(M) und m(M/Z(M))Nm(Ca(M)/Z(M)) = (.

Beweis: Seiz € Gmit o(z) =¢" und 2 < qeP.Ist v ¢ M, soist € Cg(M) nach 4.1(b).
Somit enthélt MCg(M) jedes Element ungerader Ordnung, d.h., es ist O*(G) < MCq(M).

Angenommen, p € 7(M/Z)Nnw(Ce(M)/Z), wobei Z = Z(M). Dann existieren Unter-
gruppen A/Z < M/Z und C/Z < Cg(M)/Z der Ordnung p. Wegen MCq(M)/Z =
M/Z x Ca(M)/Z ist AC/Z elementarabelsch der Ordnung p?, enthilt also eine weitere
Untergruppe B/Z der Ordnung p; sei X zyklisch der Ordnung p" mit B = ZX. Dann
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ist X £ M und X £ Cg(M), nach 4.1(b) also p = 2. Nach 4.1(a) ist M < Ng(X). Da
Aut X eine 2-Gruppe ist, existiert ein 2-Element y € M mit y & Cy(X).

Da AC/Z abelsch ist, ist AC nilpotent, also direktes Produkt seiner Sylowgruppen; somit
existiert eine X enthaltende 2-Sylowgruppe P von AC mit AC' = ZP. Dann sind MNP und
Co(M)NP = Cp(M) zwei verschiedene maximale Untergruppen von P, und mit X £ Cp(M)
folgt P = (MNP)Cp(M) = XCp(M). Da M < Ng(X) ist, werden X und P von y € M
normalisiert, d.h., S = P(y) ist eine 2-Gruppe; ferner ist

X < P=(MNP)Cp(M) < MCs(M)NS = (MNS)Cs(M).

Wegen X £ M und X £ Cg(M) folgt 1 < MNS < S; nach 2.4 und 3.5 ist MNS abelsch und
wird somit von (MNS)Cs(M) > X zentralisiert. Aber y € MNS, ein Widerspruch. Damit

ist Lemma 4.2 bewiesen. [l

Wir kommen zu unserem ersten Hauptergebnis.

Satz 4.3 Sei G eine endliche Gruppe und M < G mit |M| oder |G : M| ungerade. Dann

sind dquivalent:

(a) M ist supermodular in G.
(b) M ist U-distributiv in G.
(c) Es ezistieren Untergruppen L und K von G mit
(i) G=L x K und (|L|,|K]|) = 1.
(i) M =L x (MNK) und MNK < Z(G).
(iii) Fir jeden Primteiler p von |MNK| sind die p-Sylowgruppen von G zyklisch.

Beweis: Nach 1.3 folgt (a) aus (b), und nach [7, Theorem 3.4.8] folgt (b) aus (c). Zu zeigen
bleibt, dafl (c) aus (a) folgt.

Sei also M sm G. Ist M = G oder M =1, so gilt (¢) mit L = G und K =1 bzw. L =1
und K = Gj sei also 1 < M < G. Nach 4.2 ist dann O*(G) < MCq(M). Ist |G : M|
ungerade, so enthélt M eine 2-Sylowgruppe von Gj ist |M| ungerade und X eine (zyklische)
2-Untergruppe von G, so ist X < Cg(M) nach 4.1(b). In beiden Fillen folgt:

G =MCq(M). (21)

Sei wieder Z = Z(M), und sei w die Menge der Primteiler von |Cq(M)/Z|. Sei S = O, (Z)
und R = O,(Z). Nach 4.2 ist S ein Hallscher Normalteiler von M, besitzt also ein Kom-
plement L in M; wegen S < Z(M) ist dann M = L x S. Genauso ist R ein Hallscher
Normalteiler von Cg(M), besitzt ein Komplement K in Cg(M), und es ist Co(M) = Rx K.
Da L und K charakteristische Untergruppen der Normalteiler M bzw. Cg(M) von G sind,
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ist L <G und K 9G. Schlieflich ist LK = LRSK = MCq(M) = G und (|L|,|K]) =1, da
K eine w-Gruppe und L nach 4.2 eine w’-Gruppe ist. Somit ist G = L x K, d.h., es gilt (i)
aus (c). Ferner ist M = L x (MNK) und MNK < O,(M) = S < Z(G) nach (21), d.h.,
es gilt (ii). Sei schlielich p ein Primteiler von |M NK|. Dann ist p | |[M| und p € w, also
p | |Ce(M) : Z| = |G : M|. Nach Voraussetzung ist p > 2; ferner gilt 1 < MNP < P fiir
P € Syl (G). Nach 2.4 ist MNPsm P und nach 3.2 dann P zyklisch. Damit gilt (iii), also
(c). O

Nach 4.3 ist nur noch die Situation zu betrachten, dafi |M| und |G : M| gerade sind, also
1 < MNP < P gilt fiir jede 2-Sylowgruppe P von G. Wir zeigen zuerst, dafl wir uns dabei

darauf beschrinken kénnen, dafi M eine 2-Gruppe ist, und behandeln dann die nach 3.3 fiir
M und P moglichen Fille.

Lemma 4.4 Sei G endlich, M sm G, P € Syl,(G) und sei 1 < MNP < P. Dann ist
M = (MNP) x Q mit einer 2'-Gruppe Q.

Beweis: Da M permutabel in G ist, ist MNP € Syl,(M). Fir jedes x € P\ (MNP) wird
(x) nach Lemma 4.1(a) von M normalisiert, also von O?(M) zentralisiert. Da P von diesen
Elementen erzeugt wird, ist also O*(M) < Cg(P) < Cq(MNP); es folgt MNP < M. Nach
Schur-Zassenhaus existiert ein Komplement @ zu MNP in M, und es ist M = (MNP) x Q,
da Q < O*(M) < Ce(MNP). O

Lemma 4.5 Sei G eine Torsionsgruppe und M = A x B < G mit m(A)Nw(B) = 0.

Genau dann ist M supermodular in G, wenn A und B supermodular in G sind.

Beweis: Sei zuerst M sm (. Dann ist M nach Satz 2.3 permutabel in G, und nach
[7, Lemma 6.2.16] ist A permutabel in G. Sei A < H = AX mit X zyklisch von Primzahlpo-
tenzordnung. Ist X < M, so folgt aus m(A)N7(B) =0, daB X < Bist; dann ist H = Ax X
und X die einzige (zyklische) Untergruppe von Primzahlpotenzordnung mit H = AX. Ist
X £ M, so gilt fiir jedes Y mit AX = AY offenbar MX = BAX = BAY = MY, da
M sm G ist, existieren nach 2.5 héchstens zwei solche zyklischen Y von Primzahlpotenzord-

nung. Nach Satz 2.5 ist A sm G; genauso B sm G.

Seien nun umgekehrt A und B supermodular in G. Dann sind A und B permutabel in G,
also auch AUB = M. Sei M < H = MX mit X zyklisch von Primzahlpotenzordnung
p". Nach 4.1(a) ist A < Ng(X); genauso B < Ng(X), also X Q H. Ist p € (M), so
ist auch M < H nach [7, Lemma 6.2.15], und X ist die einzige zyklische Untergruppe von
Primzahlpotenzordnung mit H = M x X. Ist p € 7(M) und etwa p € n(B), so ist p & w(A),
also A < Cg(X) nach 4.1(b). Es folgt H = ABX = A x BX. Ist also Y < @ zyklisch von
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Primzahlpotenzordnung mit H = MY, soist |Y : YNM| = |H : M| eine p-Potenz, also Y
eine p-Gruppe und dann Y < BX. Es folgt

BX = BXNH = BXNMY = (BXNnM)Y = BY

da 7(BX)Nm(A) = 0. Da B sm G ist, existieren hochstens zwei solche Y, und nach Satz 2.5
ist M sm G. O

Das vorstehende Lemma zeigt, dafl die Faktoren MNP und @ aus 4.4 supermodular in G
sind, und dal umgekehrt das direkte Produkt einer supermodularen 2-Untergruppe mit einer
supermodularen 2'-Untergruppe supermodular ist. Da wir die 2’-Gruppen und diejenigen, die
2-Sylowuntergruppen von G enthalten, in Satz 4.3 charakterisiert haben, geniigt es also, die
2-Gruppen M mit 1 < M < P € Syly(G) zu behandeln. Offenbar hat ein solches Paar M, P
eine der Eigenschaften (i) — (vi) aus Satz 3.3, wenn M sm P ist. Eigenschaft (i) wurde in

Satz 2.6 erledigt; Figenschaft (iv) und die restlichen Félle behandeln wir getrennt.

Satz 4.6 Sei G eine endliche Gruppe und M < G elementarabelsch der Ordnung 4.
Genau dann st M supermodular in G, wenn M = {zx € G | 2> = 1} und |G : Cg(M)| < 2
15t.

Beweis: Sei zuerst M sm G. Existierte ¢ € G\ M mit o(g) = 2, so wire M < Ng((g))
nach 4.1(a), also M(g) = M x (g) elementarabelsch der Ordnung 8. Ist dann P € Syl,(G)
mit M{(g) < P,soist 1 < M < P, M sm P und |Q(P)| > 8, ein Widerspruch zu 3.5(d).
Also ist M = {x € G| 2* = 1}. Nach 4.2 ist G/Cg(M) eine 2-Gruppe, also |G/Cq(M)| < 2,
da |M| = 4.

Sei umgekehrt M = {z € G|z? = 1} und |G : Cqo(M)| < 2; sei M < H = MX mit
X zyklisch der Ordnung p”. Ist p # 2, so ist X < Cg(M), also H = M x X und X die
einzige zyklische Untergruppe von Primzahlpotenzordnung mit H = M X. Ist p = 2, so ist
H = MX < P € Syl,(G) und M = Q(P). Nach 3.3 ist M sm P, und nach 2.5 existieren
auch hier hochstens 2 zyklische Y < P mit H = MY . Nach 2.5 ist M sm G. U

Satz 4.7 Sei G eine endliche Gruppe, P € Syly(G), 1 < M < P und M nicht elementar-
abelsch mit |M| < 4. Genau dann ist M supermodular in G, wenn M supermodular in P ist

und G ein normales 2-Komplement besitzt, das von M zentralisiert wird.

Beweis: Sei zuerst M sm G. Wir haben zu zeigen, daf§ G’ ein normales 2-Komplement
besitzt; das wird nach 4.1(b) von M zentralisiert. Da M sm P und 1 < M < P ist, haben
M, P eine der Eigenschaften (ii), (iii), (v) oder (vi) aus 3.3. Nach 3.5(a) ist M abelsch, also
O%*(G) < Cg(M) nach 4.2. Damit ist Cp(M) eine 2-Sylowgruppe von Cg(M), die in den
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Fillen (ii) und (iii) zyklisch, im Fall (v) abelsch vom Typ (2",2) oder (2"!,2) und im Fall
(vi), da dort (a,b®) abelsch ist, wieder abelsch vom Typ (2",2) ist. Nach [2, S. 419] hat
Ce(M) ein normales 2-Komplement N. Dann ist N = O%*(G) ein normales 2-Komplement

von G.

Sei umgekehrt N ein normales 2-Komplement in G, M sm P und [N, M] = 1. Nach 3.5(c)
ist M < P und wegen [M,N] = 1 dann M < G. Sei M < H = MX mit X zyklisch der
Ordnung p". Ist p # 2, soist X < N, also H =M x X. Ist p =2, so0ist 0.B.dA. H <P
und M hat hochstens 2 zyklische Supplemente in H. Nach 2.5 ist M sm G. O

In der Situation des Satzes 4.6, also im Fall (iv) von Satz 3.3, braucht G kein normales

2-Komplement zu besitzen: SL(2,3) x Zs ist ein Beispiel.

5 Supermodulare Untergruppen beliebiger Gruppen

Wir beweisen zum Abschlufl eine Charakterisierung supermodularer Untergruppen beliebi-
ger Gruppen, die der in [%] gegebenen Charakterisierung der U-distributiven Untergruppen
dhnelt. Wir beginnen mit den Torsionsgruppen und bezeichnen fiir p € P und M < G mit
M, die Menge der p-Elemente von M und mit 7(G \ M) die Menge der Primzahlen ¢, zu
denen es ein ¢g-Element in G \ M gibt.

Satz 5.1 Sei G eine Torsionsgruppe und 1 < M < G. Genau dann ist M supermodular
i G, wenn M die folgenden drei Eigenschaften hat:

(a) M ist permutabel in G.
(b) Fiir jedes p € m(G\ M) ist M,, < Z(M).
(c) Istu e G\ M ein p-Element, so gilt entweder

(i) M, <(u) < Cg(M) oder
(i) p=2, M < Ng((u)), |Mz(u) : (u)| =2 und Msy(u) ist isomorph zur Qs, abelsch
vom Typ (2%,2) fiir ein k € N oder verbandsisomorph dazu.

Beweis: Sei zuerst M sm G. Nach Satz 2.3 gilt dann (a). Seip € 7(G\ M) und v € G\ M
ein p-Element. Ist p € m(M), so ist M, =1 < Z(M)N(u) und M < Cg(u) nach 4.1(b); somit
gelten (b) und (i) aus (c).

Sei also p € (M) und zuerst p > 2. Dann ist nach 4.1(b) erneut M < Cg(u). Seil #x € M
ein p-Element. Dann ist P := (z,u) eine endliche p-Gruppe mit x € MNP < P. Nach 3.2 ist
P zyklisch. Da (u) £ MNP ist, gilt MNP < (u), also € (u). Damit ist M, < (u) < Ce(M)
und insbesondere M, < Z(M), d.h., es gelten (b) und (c).
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Sei schliefllich p = 2 € 7(M) und sei P eine 2-Sylowgruppe von M. Nach 4.1(a) ist
M < Ng({(u)), also S := P(u) eine 2-Gruppe und |S : P| = 2" endlich. Da P ecine ma-
ximale 2-Untergruppe von M ist, ist M NS = P. Jede Untergruppe T von S mit T £ M
wird von ihren nicht in M enthaltenen zyklischen Untergruppen erzeugt; jede solche wird
nach 4.1(a) von M normalisiert und dann von O?(M) zentralisiert. Insbesondere wird S
von O%(M) zentralisiert, und M normalisiert S und alle von P verschiedenen Untergrup-
pen vom Index 2" in S, also auch P. Damit ist P = M,, die Menge der 2-Elemente von
M, und O*(M)P = M. Ist P < (u), so wird u von O*(M)P = M zentralisiert, d.h., es
gilt My < (u) < Cg(M), was zu zeigen ist. Sei daher P £ (u). Da P = M NS sm S und
1 < P < S ist, ist P nach Korollar 3.5 abelsch, wird also von O?*(M)P = M zentralisiert,
d.h., es gilt (b). Ferner existiert v € (u) \ P mit o(v) = 2|PN(u)|, und aus Lemma 3.4 folgt
|P| = 2|PN(u)|. Damit ist |S : (u)| = |P{u) : (u)| = 2, und die Aussagen iiber die Struktur
von S = My(u) folgen aus Satz 3.3. Denn wegen u ¢ P £ (u) ist S nicht zyklisch, und wire
S ~ Qo mit n > 4, so wire P = Z5(S) < (u); die Gruppe in (vi) aus Satz 3.3 schliefllich
hat keinen zyklischen Normalteiler vom Index 2. Es bleiben die in (ii) von (¢) angegebenen
Moglichkeiten.

Sei umgekehrt (a) — (c) erfiillt und sei H = M{u) > M mit o(u) = p™. Dann ist v € G'\ M,
und nach Voraussetzung gilt (i) oder (ii). Ist M, < (u) < Cg(M), soist M, = Mu) < Z(M)
und somit M, <H und H/M, = M /M, x (u)/M,. Da M /M, eine p’-Gruppe ist, ist (u) = H,
das einzige Supplement von M in H, das eine Primérgruppe ist. Sei nun (ii) erfiillt. Dann ist
p=2und (u) <H. Ist also P eine 2-Sylowgruppe von H, so ist (u) < P, also P = (MNP)(u)
und MNP < My; es ist also P = My(u) die einzige 2-Sylowgruppe von H. Nach (ii) ist
|P : (u)| =2 und P ~ Qg, abelsch vom Typ (2%,2) oder verbandsisomorph dazu; in allen
drei Féllen gibt es nur 2 solche zyklischen Supplemente zu M, in P. Nach Satz 2.5 ist
M sm G. UJ

Aus Satz 5.1 erhalten wir, wie in der Einleitung angekiindigt, daf§ eine supermodulare Un-
tergruppe M einer Torsionsgruppe G U-distributiv ist, wenn sie eine 2’-Gruppe ist oder alle
2-Elemente von G enthélt.

Korollar 5.2 FEine Untergruppe M der Torsionsgruppe G mit 2 & m(M)Nw (G \ M) ist

genau dann supermodular in G, wenn sie U-distributiv in G ist.

Beweis: Nach 1.3 ist jede U-distributive Untergruppe supermodular. Sei umgekehrt M
supermodular in G und 2 ¢ 7(M)N7w(G\ M). Ist u € G\ M ein p-Element, so kann (ii)
aus 5.1(c) nicht gelten, da dort My # 1 und dann p = 2 € n#(M)N7(G \ M) ist. Also gilt
M, < (u) < Cg(M). Daraus folgt insbesondere M <G und nach [¢, Chapter I1I, Theorem 6]
ist M U-distributiv in G. U
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Fiir Gruppen mit Elementen unendlicher Ordnung ist unsere Charakterisierung etwas kom-

plizierter, wird aber ein dhnliches Korollar liefern.

Satz 5.3 Sei G eine Gruppe mit Elementen unendlicher Ordnung und sei M < G mit

|M| > 2. Genau dann ist M supermodular in G, wenn gilt:

) Alle Elemente endlicher Ordnung von G liegen in M.

(b) M <G.
c) G/M ist eine Torsionsgruppe.
) Sind u,v € G Elemente unendlicher Ordnung, so ist (u)N{v) # 1.
)
)

Beweis: Sei zuerst M supermodular in GG. Nach 2.3 ist dann M permutabel in G, und wir

zeigen (a) — (f) in einer Reihe von Schritten.

Zum Beweis von (a) betrachten wir ein x € G \ M mit minimaler endlicher Ordnung. Dann
ist o(z) = p” fiir eine Primzahl p und 2P € M; ist also H = M (x), so ist |H : M| = |(z) :
Mn{z)| = p. Nach Voraussetzung existiert ein ¢ € G mit o(g) = oco. Wegen M sm G ist
g™ € M fiir ein m € N nach 2.2, und (z) hat hochstens 2 Konjugierte unter M. Also wird (z)
von ¢g*™ normalisiert und dann von a = g™ zentralisiert fiir geeignetes n € N. Da o(a) = oo
und o(z) = p’, ist F = (a,z) = (a) x (z) und MNF = (a) x (zP). Ist N = (a”’) x (zP),
so ist nach 2.4 und 1.2 also (MNF)/N sm F/N, ferner F/N abelsch vom Typ (p? p) und
(MNF)/N zyklisch der Ordnung p?. Das ist nach 3.2 und 3.3 unmdoglich. Der Widerspruch
zeigt, dafl G \ M nur Elemente unendlicher Ordnung enthilt, d.h., (a) gilt.

Ist z € G und H = M {x) sowie a € M, so ist L((z), (az),{a"'z); M) = M{x) = H und
R({x), (az), (o~ z); M) = MU((z)N{az))U((ax)N{a” z))U((z)N(a ' 2)) < MCq(a?),

da {ax)N{a"'z) das Element az(a~'x)~! = a? zentralisiert und die anderen beiden Durch-

schnitte a zentralisieren. Somit gilt:
Fiir H = M(z) und a € M ist H = MCy(a?). (22)

Angenommen, M wére nicht normal in G. Dann existierte ein x € G \ Ng(M); sei H =
M {(z). Da o(x, M) nach 2.2 endlich ist, existiert ein & € M mit a® ¢ M. Nach (a) ist
o(a) = o(a”) = oo, und nach (22) ist H = Cy(a*)M. Also existiert ein z € Cy(a?) mit
a® ¢ M. Dann ist (a?) = (a*®)* < (a®) vom Index 2; ist also F' = (a,a?), so ist F/{(a?)
eine Diedergruppe, da von den Involutionen a{a?) und a*{a?) erzeugt. Wegen F < M({a?)
und |M{a?) : M| = |(a®) : (a®)| = 2 ist (MNF)/{a?) nach 2.4 und 1.2 eine supermodulare
Untergruppe vom Index 2 in der Diedergruppe F'/{a?). Diese hat daher hochstens 2 nicht in
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(MNF)/{a?) gelegene minimale Untergruppen und folglich die Ordnung 8 oder 4, nach Satz
3.3 also die Ordnung 4. Dann ist MNF = (a) und somit (a)/(a®) sm F/{a®) vom Index 2
im Widerspruch zu Satz 3.3. Damit ist (b) bewiesen, und (c) folgt aus Lemma 2.2.

Zum Beweis von (d) brauchen wir zwei Vorbereitungen. Existierten Elemente a € M
und b € Cg(a) \ M mit o(a) = oo und (a)N(b) = 1, so wire F' = (a,b) = (a) x (b) und
MNF sm F mit F = (MNF){b). Sind also B = (b), C' = (ab) und D = (a?b), so ist
BNC = BND =CND =1, da o(b) = oo nach (a), und somit R(B,C, D; MNF) = MNF,;
aber L(B,C, D; MNF') = F, ein Widerspruch. Es gibt also keine solchen Elemente a, b, d.h.,

es ist
(a)N(b) # 1 fur alle a € M mit o(a) = oo und b € Cg(a) \ M. (23)

Sei nun |H : M| = p € P und seien x,y € H\ M. Wegen y? € M ist xy? € H\ M und
somit L({(z), (y), (xzy?); M) = H. Wére (z)N(y) = 1, so miifite also (u) = (z)N{zy?) £ M
oder (v) = (y)N(zy?) £ M sein. Im ersten Fall wird u von = und xy?, also auch von
yP € M zentralisiert; mit (23) folgt (u) N (y?) # 1, also (z)N(y) # 1, ein Widerspruch. Im
zweiten Fall wird genauso v von z zentralisiert, und mit (23) folgt (v)N(z?) # 1, derselbe

Widerspruch. Es ist also
(xyN(y) # 1, falls z,y € H\ M und |H : M| € P ist. (24)

Seien nun u,v € G mit o(u) = o(v) = oo. Nach 2.2 sind geeignete Potenzen von v und v
in M enthalten; um (u)N(v) # 1 zu zeigen, kénnen wir also u,v € M annehmen. Wegen
M < G und (c) existiert H < G mit |H : M| € P. Nach (22) existiert x € C(u?) \ M, und
nach (23) ist (u)N(z) # 1; genauso existiert y € Cr(v?) \ M mit (v)N(y) # 1. Da nach (24)
auch (x)N(y) # 1 ist, folgt (u)N(v) # 1. Damit ist (d) gezeigt, und aus (d) folgt sofort:

Ist z € NIF <G und o(z) = o0, soist F//N eine Torsionsgruppe. (25)

Denn fiir jedes y € F' mit o(y) = oo ist y" € (x) < N fiir ein n € N, also o(yN) endlich.

Sei p € 7(M)N#7(G/M). Dann existieren ¢ € M mit o(a) = pund H < G mit M < H
und |H : M| = p. Nach (22) existiert * € Cg(a?) mit H = M(z). Wére p > 2, so wire
F = {(a,z) = (a) x () und MNF = (a) x (zP); und nach 2.4 und 1.2 wére (M NF)/{aP)
supermodular in F'/(z?), im Widerspruch zu 3.2. Also ist p = 2 und die erste Aussage in (e)

bewiesen.

Sei nun w(M)N7(G/M) = {2} und sei U # 1 eine endliche Untergruppe von M, die von 2-
Elementen erzeugt wird; sei weiter |H : M| =2, H = M (x) und X = (z). Nach (a) ist o(z) =

oo und nach (d) ist dann D := [ X™ # 1, also unendlich zyklisch. Sei N die Untergruppe
uelU

vom Index 2 in D und F' = Ng(N). Offenbar ist X < F und DV = D, also U < F. Nach (25)
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ist F//N eine Torsionsgruppe, in der (MNF')/N wieder supermodular vom Index 2 ist. Da N
unendlich zyklisch und U endlich ist, ist UNN = 1, also UN/N =~ U von 2-Elementen erzeugt.
Da UN/N < (MNF)/N, liegen diese 2-Elemente nach 5.1(b) im Zentrum von (MNF)/N.
Insbesondere ist UN/N abelsch, also eine 2-Gruppe, und normalisiert (z?)/N < (MNF)/N.
Somit ist (z%) < D und X/N eine 2-Gruppe, also N € F/N \ (MNF)/N ein 2-Element.
Wegen UN/N £ X/N mu$ (ii) aus 5.1(c) fiir N gelten, d.h. insbesondere |UX : X| = 2.
Da UNX =1 ist, folgt |U| = 2.

Damit ist gezeigt, dafl M kein Element der Ordnung 4 enthélt und daf je zwei verschiedene
Involutionen a, b in M eine unendliche Diedergruppe erzeugen. Angenommen, dieser Fall tritt
auf, d.h., es existieren Involutionen a,b € M mit (a,b) ~ D,. Nach (d) ist (ab)N(z) = (y)
unendlich zyklisch; sei N = (y*) und F = Ny(N). Dann ist a,b,x € F und (MNF)/N
sm F'/N vom Index 2. Nach (25) ist F'//N eine Torsionsgruppe, und nach 5.1(b) ist aN €
Z((MNF)/N); aber aN invertiert (y)/N, ein Widerspruch. Damit ist schlieflich auch gezeigt,

daf} es keine zwei verschiedenen Involutionen in M gibt, d.h., es gilt (e).

Zum Beweis von (f) kénnen wir annehmen, dafl o(u, M) = p” eine Primzahlpotenz ist; denn
gilt die Aussage fiir die Primarkomponenten von (u)/(u)NM, so auch fir (u). Sei H = M (u)
und K /M die maximale Untergruppe von H/M. Ist a € (u), so tut uy = u das Verlangte;
sei also a ¢ (u) und damit (u) # (au). Sei N = (u)N{au)NK und F = (u)U(au). Dann
ist N < Z(F), und nach (a), (d) und (25) ist N # 1 und F/N eine Torsionsgruppe. Da
u ¢ K ist, ist KNF < F vom Index p. Nach Lemma 1.9 ist K sm H und somit wieder
(KNF)/N sm F/N. Ist (u)/N die p-Sylowgruppe der endlichen zyklischen Gruppe (u)/N,
so ist (u1)/N £ (KNF)/N, und somit wird (u;)/N nach 5.1(c) von (KNF')/N normalisiert.
Da a € KNF, folgt (u1)* = (u1), und wegen o(u;) = oo kann u; von a nur zentralisiert
oder invertiert werden; da N < Z(F), folgt u{ = w;. Da (uy)/N die p-Sylowgruppe von
(u)/N ist, ist u; = u* mit (k,p) = 1. Somit existieren s,t € Z mit 1 = sp” + tk, also
u = uP utk = (uP")*ul. Wegen u?” € M ist uM = u M und aul = ula, d.h., uy = u} tut das

Verlangte. Damit sind alle Eigenschaften (a) — (f) bewiesen.

Sei nun umgekehrt (a) — (f) erfiillt und seien B,C;D < G und z € L(B,C,D;M) =
M BNMCNM D. Nach (c) ist o(x M) < oco; wir wollen x € R(B, C, D; M) zeigen und kénnen
dazu offenbar annehmen, dafl o(zM) = p” mit p € P und r € N ist. Sei H = M (z). Da
H < MB ist, gilt H= M(HNB), und somit existieren a; € M und b € HNB mit x = a;b;
genauso existieren ag,a3 € M und ¢ € HNC, d € HND mit x = asc = azd. Offenbar gilt:

Ist b* € (¢) mit (p,a) =1, soist z € R(B,C,D;M). (26)
Denn dann existieren s,t € Z mit 1 = sa + tp”, und wegen b € M folgt

x € Mb= Mb** C M(BNCNMD) < R(B,C,D; M).
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Nach Voraussetzung (f) existiert zu a = a;'ay € M ein ¢y € {(c¢) mit cM = coM und
acy = cpa. Wegen b = ac ist dann auch bey = cob, und nach (a) und (d) ist (b)N{cy) # 1;
sei @ € N minimal mit b* € (cp), also b* = ¢ fiir ein v € Z. Da Mb = Mc = Mcy ist, gilt
cob™' € M und somit b*™7 = ¢Jb™7 = (ceb™1)Y € M; wegen o(bM) = p" ist a =~y (mod p").
Ist (p,a) = 1, so sind wir nach (26) fertig; sei also a = p@ mit § € N. Dann ist v = pd mit
§ € Z, und es folgt (b%cy°)P = b%c,” = 1. Die Minimalitét von a liefert 0% # ¢3, d.h. b¢y? ist
ein Element der Ordnung p in G. Nach (a) und (e) ist p = 2 und b° = 32, wo z das Element
der Ordnung 2 in M ist. Es folgt 5°~° = (cob™1)°2 € M und somit 3 = § (mod 2"). Wiire also
3 oder § gerade, so folgte 3 = 2¢ und § = 2p mit €, 0 € Z und (b°c;?)* = b°¢,” = 1. Nach
(a) und (e) ist z das einzige nichttriviale 2-Element in G; es folgte b° = c2z* fiir ein \ € Z

und dann der Widerspruch b° = ¢). Somit gilt
V) = bz mit 3,0 ungerade. (27)

Arbeiten wir genauso mit d statt b, so erhalten wir ungerade ganze Zahlen v, u und ¢; € (c)
mit Mc = Me; und d¥ = ¢fz. Wegen Mc; = Me = Mcg ist ¢g = ¢® und ¢; = c mit K, \

ungerade, und es folgt
bﬁu/\z _ (bﬁz)u)\ _ Cgu)\ _ Cn&u)\ _ c/féu _ (duz)nd _ dunéz’

also b%#* = @ ¢ (d). Da Bu) ungerade ist, liefert (26) mit d statt ¢, daB = € R(B,C, D; M)
ist. Damit ist M sm G und Satz 5.3 bewiesen. 4

Korollar 5.4 Sei G eine Gruppe mit Elementen unendlicher Ordnung und sei M < G
mit |M| > 2. Enthdlt M oder G/M kein Element der Ordnung 2, so ist M genau dann

supermodular in G, wenn M U-distributiv in G ist.

Beweis: Ist M sm G, so gelten (a) — (f) von Satz 5.3. Unsere Voraussetzung impliziert
2 ¢ m(M)Nw(G/M), und damit liefert (e), daBl 7(M)Nnw(G/M) = () ist. Nach [3, Chapter
III, Theorem 7] ist M U-distributiv in G. O

Ist T" eine Torsionsgruppe ohne Element der Ordnung 2 und G = (a) x T x (z) mit o(a) = 2
und o(z) = oo, so hat M = (a) x T x (z?) offenbar die Eigenschaften (a) — (f) aus Satz 5.3,
ist also eine supermodulare Untergruppe von G mit 7(M)N7(G/M) = {2}. Wegen

M((z)N{az)) =M < G = M(z)NM(az)

ist M nicht U-distributiv in G.
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ALBENA A. KOSSEVA; STEPAN I. KOSTADINOV; PETR P. ZABREIKO

Stability of Linear Impulse Differential Equations
with Unbounded Operator

ABSTRACT. This paper marks the beginning of the consideration of linear impulse dif-
ferential equations with unbounded operators. Sufficient conditions for existence of some

stabilities are founded.

KEY WORDS. Impulse differential equations with unbounded operators - theory and sta-
bility.

1 Introduction

The papers [1], [8], [9], [2] and [6] mark the beginning of the qualitative theory of impulse
differential equations in an arbitrary Banach space. The present paper initiates the study of

linear impulse differential equations with unbounded operators.

2 Problem statement

Let X be a complex Banach space with norm | - | and identity operator I. We denote by
£(X) the space of all linear bounded operators acting on X.

Let T' = {t,} be a sequence of points satisfying the condition ¢, < t,1.

We shall consider the linear impulse differential equation:

' = Az for t # t, (1)

z(th) = Qnx(t,) fort =t,. (2)

We shall assume that one of following two conditions holds:
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H1 A: D(A) — X is a generating operator of the strongly continuous semi-group U (t) (U(-) :
[0,00) — £(X)), @, (n=1,2,...) are linear operators and lim ¢, = oo;

n—oo

H2 A: D(A) — X is a generating operator of the group U(t)
(U(+) : (—o0,00) = £(X)), @, (n==£1,£2,...) are linear operators,

lim ¢, = f£oo.

n—+too

We assume, that all considered functions are continuous from the left.

Remark 1 We shall note, that U(t) is a group if for example X is a complex Hilbert space
and the operator A is equal to iB, where B is a selfadjoint operator (see for example [7],
464). For other examples see [5], 829.

Definition 1 The function x(t) is said to be a solution of the impulse differential
equation (1), (2) if the following conditions are satisfied:

1. z(t) € D(A);
2. For all t #t, there exists the strong derivative z'(t);
3. x(t) satisfies (1) for t #£t, and (2) for t =t,.

We consider the Cauchy problem (1), (2) with initial condition
x(1) =z, (3)
at the point ¢t = 7.

Definition 2 The Cauchy problem (1)-(3) is correct on [0, 00) if:

1. For all zy € D(A) there ezists a unique solution of the impulse differential equation

(1), (2);

2. This solution depends continuously on the initial conditions, i.e.
z,(0) — 0 (k — 00) (z4(0) € D(A)) implies xx(t) — 0 (k — o0) for all t € [0,00).

In the present paper we find a formula for the solution of problem (1)-(3) and sufficient
conditions for some types of stability. We shall extend some results, when A is a sectorial
operator (see [1], 376).
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3 Main results

We introduce the conditions:
H3 For any n we have either Q,U(t): D(A) — D(A) or
U(t)@n : D(A) — D(A);
H4 For any n we have either Q,U(t) € £(X) or U(t)Q, € £(X).

Theorem 1 Let conditions H3 and H4 be satisfied forn = 1,2, ....

Then the solution of problem (1)-(3) on [0,00 ) is given by the formula x(t) = V(t,7)z,
(1 <t), where

p+1

V(t.m)=U(t—t,) [JQU®; — t;-)QU(t, — 7) (4)
j=n
for t,1 <7 <t, <t, <t<t,1.

Proof: From conditions H3 and H4 it follows, that the operator V (¢, 7) is in £(X). It is

immediately verified that V (¢, 7) satisfies the operator equations
V'(t,7) = AV (t,T) for t #t,, T <t;

V(th, 1) =Q,V(t,,T) for t =t,;
V(r,t)=1.
L]

Example 1 Let the powers of A - A% exist (0 < o, < 1) and let @, = A*
(n =1, 2,...). Then conditions H3 and H4 hold (see [7], 464).

Remark 2 If the operator A is sectorial (see for example [3], 895), then the semi-group
U(t) is analytic and condition H4 implies H3.

The following theorem is proved analogously to Theorem 1.

Theorem 2 Let conditions H3 and H4 hold.
Then for t > 1 the solution of problem (1)-(3) on (—o00,00) is given by the formula (4).
If there exist operators Q' (n = +1,42,...) and the following conditions

H3' For any n = +1,42 ... we have either Q,;'U(t) : D(A) — D(A) or Ul)Q;':
D(A) — D(A);
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H4' For any n = +1,+2,... we have either Q. 'U(t) € £(X) or U(H)Q,* € £(X)

hold, then for T >t the solution of problem (1)-(3) is given by the formula

n—1

V(t,7)=U(t —t,) H Q7 U(tjor — )@, Ulty, — 7) (5)

for ty 1 <t<t,<t,<T <ty

Definition 3 The function z(t) = V(t,7)z, (z, € X) is called a generalized solution
of (1)-(3).

Remark 3 If in Theorem 1 only condition H4 holds, then z(t) = V (¢, 7)z, is a generalized
solution of (1)-(3).

Further we will consider only the case t € [0, 00) , i.e. the caseif U(t)(t > 0) is a semi-group.

Theorem 3 If condition H4 holds, then the generalized solution z(t) of the Cauchy prob-

lem (1)-(3) on the interval (t,, t,11] is an uniform limit of the solutions of (1)-(3).

Proof: The function z(t) on (¢,, t,11] is equal to the solution of (1) with initial condition
z(th) = Quz(t,) for all n for which Q,z(t,) € D(A). If Q,z(t,) ¢ D(A), then there exists
a sequence of elements {z*)(¢,)} C D(A) such that 2 (¢,) — z(t,) (k — o). From
condition H4 it follows that ¥ (t) = U(t — t,)Qna™ (t,) — U(t — t,)Qnx(t,) = x(t) (k —
o0) for t € (t,, tni1], ie. if Qua(t,) ¢ D(A), then z(t) is the limit of the sequence of

solutions of (1) on (t,, tui1]. O

Definition 4 The impulse equation (1), (2) is stable (asymptotically stable; uniformly
asymptotically stable; exponentially stable) if:
sup |[V(t,0)|| < oo ( lim |V (¢,0)xe| =0 (z¢ € X);
0<t<oo t—o0

sup ||V (t,7)[| < oo
0<T<t<oo (6)
there exist numbers M, 0 > 0 such that
V(7 < M= (7 <1) ).
Let n(t) =n for t, <t <t,;1. We shall give sufficient conditions for stability of (1), (2).

Theorem 4 Let the following conditions hold:

1. The Cauchy problem (1)-(3) is correct;

2. There exists a constant v € R such that ||U(t)|| < e, for t > 0;
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3. The operators @, € £(X) (n=1, 2,...);

4. There exist constants L > 0 and ¢ € R such that qiqz...qne) < Le®t | where
g = 1Q;ll-

Then the generalized solution x(t) (t > 0) is bounded (asymptotically stable) if v+ 6 =0
(y+ 0 <0).

Proof: We shall estimate the generalized solution z(t) of Cauchy problem (1)-(3):
[2(t)] = [U(t = ta)QnU (tn — tn1)Qn-1...Q1U (t1) 0]
< et U (ty — tho1)Qno1U(tn1 — ty—2)Qu—2...Q1U (t1)xo
< g g 3 |U (tnoy — tn—2) Qns-..Q1U (t1) o
< < eGugn-1--q1|Tol -
The statement of Theorem 4 is immediatly implied by (7). O

Corollary 1 Let conditions 1, 3 and 4 of Theorem 4 hold and let constants C, a > 0

exist, such that
[U@)|| < Ce™, ¢t>0. (8)

Then for
lnC’lim@:a—5 (lnC’lim@<a—5)

t—oo Tt t—o00

the generalized solution is bounded (asymptotically stable).

Proof: Analogously to the proof of Theorem 4 we obtain the estimate
|:E(t)| < CLelnCne(é—a)t|$0| — CLB% lnC+(5—a)t|xO| )

O

Remark 4 Condition (8) is valid if the operator —A is sectorial and Reo(—A) > a > 0,
where o(—A) is the spectrum of —A.

Let @, € £(X) . We set

- In ||V (¢,0 ~ In ||V (¢t
w = T =IVCOl o =Tm =IVCDI
t—o0 T,t—T—00
T In||U(t ~ In||U(t
we = T IV e = T mIUEI
t—o0 Tl—T—00
O<Z In || Qx| <E In||Qnll
tn <t ~ . tn<t
= lim == and @©,= lim ===
t q t—1 )

t—o0
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Lemma 1 Let the Cauchy problem (1)-(3) is correct and the following conditions are
satisfied:

1. There exists N € N such that Q;U(t) = U(t)Q; for j > N, t > 0;

2. Q, € £(X) and there exist constants M > 0 and § € R such that
N
I TT Qsll < Me.

j=n(t)

Then w < w.+ B3.

Proof: The operator V(¢,0) in this case can be writen in the form

V(t,0)=U(t—ty) [] QU(ty — tn-1)Qn-1.-Q:U(t1) . (9)

J=n(t)

From (9) we obtain the estimate

I [V (L 0)] _
y <
In || H Qi
_ m|U(t—ty)| im0 || Uty — tne1)Qner QiU ()|
< + + )
t t t
Moreover UG — ¢ WU WU
LN L P 0 1o T Y T
t—o00 t T—oo T4ty T—00 7'(1—|— N)
o RITON
T—00 T

Theorem 5 Let the following conditions hold:
1. There exists N € N such that Q;U(t) =U(t)Q; for j> N, t>0;

2. Qe LX), n=1,2,..;

3. wetwy =0 (we+wy <0; @+, =0; & +@, <0) .

Then the impulse equation (1), (2) is stable (asymptotically stable; uniformly asymptotically

stable; exponentially stable).
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Proof: The operators V (¢,0) and V (¢, 7) can be written in the form (9) and

V(t,r)=Ut—ty) [] QUlty —tv-1)Qn-1.-QpU(t, — 7) (10)

j=n(t)

for t,_1 <7 <t,<t, <t <t,y. From (9) and (10) we obtain the estimates

w < We + Wy, (11)
B < ot @y (12)
Then (11) and (12) imply the assertion of Theorem 5. O

At the end we shall consider the stability of the periodical impulse differential equations.

Let there exist numbers p and s such that

tn-‘rs =t +p, Qn+s = Qn . (13)

Impulse equations of this type will be called (p,s) - periodic.

Set
W — QSU(tS —tsfl)stl...QlU(tl). (14)
The operator W is an analogue of the monodromy operator.

Theorem 6 If the impulse equation (1), (2) is (p, s) - periodic, U(t) is a semi-group and
condition H4 holds, then the impulse equation (1), (2) is:

a) stable if and only if the sequence of iterations of the operator W is bounded;

b) asymptotically stable if and only if the sequence of iterations of the operator W strongly

tends to zero for each element xg € X;

c) uniformly asymptotically stable if and only if the spectral radius p(W') of the operator
W is smaller than one, i. e. p(W) < 1;

d) exponentially stable if and only if the sequence of iterations of the operator W s
exponentially bounded, i.e. there exist numbers C, 0 > 0 such that |[W"|| < Ce= .
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Proof: From (13) and (14) it follows that the operators V' (¢,0) and V' (¢,7) can be written

in the form:
V(t,0) = F(t)W"® (15)
where v(t) = [;] (t > 0) and

V(t,7) = Ft)WrED P(r) (16)

where u(t,7) = [t_TT] (0<T<t), F(t) and P(t) € £(X).

The proof is implied immediatly by (15) and (16). O

Corollary 2 If the impulse equation (1), (2) is (p,1) - periodic, then the impulse equa-
tion (1), (2) is:

a) stable if and only if the sequence of iterations of the operator QU (p)
(Q1 = Q) is bounded;

b) asymptotically stable if and only if the sequence of iterations of the operator QU (p)

strongly tends to zero for each element xg € X;

¢) uniformly asymptotically stable if and only if the spectral radius p(W) of the operator
QU (p) 1s smaller than one;

d) ezponentially stable if and only if the sequence of iterations of the operator QU (p) is
exponentially bounded.

Remark 5 We note that assertions analogous to Theorem 5 and Theorem 6 can be proved
also when U(t) (t € (—o0,400)) is a group.
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Estimates for the resolvent of the Stokes operator
with periodic boundary conditions in a layer of R?

ABSTRACT. In this paper, we study the Stokes operator between two parallel planes of R3.
We impose Dirichlet homogeneous boundary-conditions, and we consider vector fields, with
fixed period . We show that the semi group, generated by the Stokes operator, is analytic
with respect to the LP norm under these boundary conditions. This property is closely related
to an estimate of the operator’s resolvent. For p = 2, we prove that this resolvent exists,
then that it satisfies the desired estimate. To do this, we use a decomposition principle of
1], splitting the solenoidal vector fields of R? into poloidal and toroidal fields and the mean
flow. For larger values of p, we show that the estimate, obtained for p = 2, extends to
larger values of p, in view of a result of [2], valid in a half-space for vectors with prescribed

divergence.

Introduction

Analyticity of the semi-group, generated by a linear unbounded operator, can be seen as
a consequence of an estimate of its resolvent (see [3]). The Stokes operator with Dirichlet
homogeneous boundary-conditions has been proved to satisfy such an estimate with respect
to the LP norm, in a smooth bounded domain [}, and in a half-space [5]. Here we use the work
of [2] to show that the Stokes operator is analytic with respect to the LP norm, in a three-
dimensional layer between two planes of R?, parallel to z; Oxy, where homogeneous boundary

conditions are prescribed, while periodicity is imposed in the Ox; and Oz, directions .

We first recall the setting of the problem we want to solve, and then we show that it admits
a solution with the help of a decomposition principle of [1]. Then, we derive an estimate on
the resolvent of the Stokes operator, with respect to the L? norm. We use this result and a
similar estimate established in [2] for vectors with prescribed divergence in a half-space to
show, via localization, that this property remains true in L” with p > 2. Finally, we consider

the problem which is obtained when we ask the flowrate to vanish.
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1 Setting of the problem

For A € {\ € C,|arg)\| < 7 —¢}, and F = (F, Fy, F3) € (LP(Q,))? with b = (hy, ho)
and Qj =)0, h1[x]0, ha[x]0,1[, let U = (U, Us, Us) € (Wi’p(Qh))?’ be such that there exist
q€ W;p(Qh) such that

AU - NU+Vg=F, V-U=0, inQ, (1.a)

U=0, on the planes z3=0 and xz3=1. (1.b)

Here, for p > 1, W,""(€2;,) (endowed with the W™ (€2;,) norm) denotes the closure of Dy (€2,
in W™P(Q,), where Dy(,) is the subset of C*(R? x [0,1]) made of functions which are

h;periodic in the direction of z; for ¢+ = 1, 2.

The resolvent R, , of the Stokes operator in 2 = R?x [0, 1] with h; and hsy periodic boundary-
conditions in the directions of z; and zo will be defined in L((LP(Q))3, (W;’p(Qh))g’) as
soon as the problem (1) will have exactly one solution U, which will be denoted by R, ,F.
Analycity of the semi-group, generated by the Stokes operator in (LP(£2;,))? will then be [3]

a consequence of the estimate

IVall ey + 1Uw2r@us + MU zr@u)ys < Knnpll Fllze@i))s (2)

for

_ f"] —
— m,arctan
n n

AeX, = {I‘ € C, argl €arctan 74 W[}, (3)

with n €]0; 1[.

Our main result is the theorem 1:

Theorem 1 With Q, = [0, hy] x [0, h] x [0,1] the resolvent Ry, of the Stokes operator
iy, with homogeneous Dirichlet boundary-conditions at x3 = 0 or 1 and prescribed periods

hy and hy along x1 and x5 is continuous from (LP(Q4))? towards (Wi’p(ﬂh))?’ forp > 6, with

pertodic q. The estimate

<|A|HRA,pFH(LP(nh))3 F [BapF | w2e@,))e + HVQ||<LP(nh)>3> < Kol Fll (v @n)
is satisfied for A € X,.
Because Dy (€ is dense in W3P(€y,), and in view of the inclusions W™(Q,) C W™=1P(€,),

we only have to consider F' € D4(€,). The proof of this theorem is based upon the con-

struction of a solution U of (1), following ideas of [1]. Estimate (2) for p = 2 follows, and
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will later on be extended to other values of p. To do this, we will need properties of the

solution u to (4):
A% — NAu = f (4.a)
with the boundary-condition

U($17x27 0) = U(xh T2, 1) =0= aa:f,u(Ila T2, 0) = Opyu(z1, 12, 1)- (4-b>

In a first step, we solve (4) and derive estimates for u when ReA > 0. We pay special

attention to the case
f=N0AF3—0> W —0° Fy

13 273

where Ay = 0%, + agg. Then, we construct the solution U to (1), and arrive to (2) for p = 2
1
and ReX > 0. After that, we extend this property to a larger sector of C. Then, we will be

ready to use a result of [2] to establish (2) for p > 6 via localization.

2 Existence of the solution to (4) in L*(€;,) when the real part of )

is positive

Let us show, via a variational method, that (4) admits a solution.

2.1 Variational problem

Let f be an element of (Dg(£2,))?. Consider the variational problem: find v in ) such that
for every ¢ in V,

(Av|Ag) + A((Vo[V)) = (fl9). ()
Here ( | )and (( | )) denote the scalar products of L?(;,) and (L?(£2,))? , while
V= {v € Wi’p(ﬂh)/v(xl, T9,0) = v(x1,29,1) = 0 = Opyv(x1, 22,0) = Opyv(xy, T2, 1)} (6)

The bilinear form on the left hand-side of (5) is continuous and coercive on V, which itself
is dense in L?*(€,).The Lax-Milgram theorem implies there exists v € V satisfying (5).
Moreover, the mapping b, : ¥ — (Av|AY) + A((Vv|V1))) is continuous on V endowed with
the L?*(;,) norm. In view of the Weyl lemma, v € C*(£2;,). These properties imply more

regularity for v.
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2.2 Regularity of v

We have:

Lemma 1 When f € Dy(Q) and with Re()\) > 0, the solution v of (5) satisfies

Av(0, x9, x3) — Av(hy, 29, x3) = 0 = Av(z1,0,23) — Av(zy, ho, x3) (7.a)

O0p, AV(0, 29, 3) — Opy Av(hy, 22, 3) = 0 = 0, Av(21,0, 23) — Opy Av(ha, ho, x3). (7.)

This lemma is proved in Appendix A.

Integration by parts of (5) is now possible, and gives that v solves (4) with |A|||v]|2q,) +
1AV 20,y < |1 fll22(00)-

Definition Let X be a Banach space, made of functions of x3 €]0,1[. With Q) =
10, ha[x]0, ha, let us denote by WP (2, X) the closure in W™P(Q,, X) of the subset of the
smooth functions, which are h; periodic with respect to x;, fori =1,2.

When f = AQFg - 82

T1T3

F, — 02

ToT3

Fy, with (Fy, Fy, F3) € (Dx())%, we have the following

lemma.

Lemma 2 When f € Dy(Q,) and with Re(\) > 0, the problem (4) has one solution u
in W;’Z(Qh) NC>®(Qy,). The solution satisfies

hi  pho
/ / u(z1, e, x3)dr1drs =< U >,4,= 0, (8.a)
o Jo
Au € W), ¢ (0, 1)), (8.)
< Au >,,= 0. (8.¢)

Proof: The boundary conditions for v = v, and (7), imply that
8;% < U >,y —A@ig < u >z=01n |0, 1] with 0., < u >,,=< u >,,= 0 at 3 = 0 or 1. The
scalar product of this o.d.e with < u >,, in [0, 1] gives (8.a). Then (8.0) is a consequence of

(7) and of the regularity of v, while the boundary conditions give (8.¢).

2.3 Resolvent of the Laplace operator

We will need similar results for the problem
()Jd—A)gz@zzFl —axng, (9&)

g(x1,22,0) = g(x1,29,1) = 0. (9.0)
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Lemma 3 When the real part of ) is positive, with F € (Dy(,))3, the problem (9) has
one solution g € W;’Q(Qh) with < g >,,= 0. Moreover, g € C®(,).

The proof follows from arguments, similar to the ones for the lemmas 1 and 2.

3 Construction of a solution to (1) with p = 2 when the real part

of ) is positive
Following an idea of [1], let us set U = (Uy, Us, U3)
Up = S1(x3) — Ouyth + 02,0 (10.a)

Uy = So(w3) + 0pth + 02,0
Us = =Dy

10.b)
10.c)

(

(
where 1, ¢, S; and Sy will be defined later on such that U is a solution to (1.a). In
order to establish that ¢ and ¢ are smooth enough, we will use the property 1.1 of [1]. Tt
states that for given y € W;Q(Q%) with < x >,= [ [ x(21, %2, 23)dzdy = 0, there

h
exist ( € W;E"H’z(Q’h) such that Ay( = (0% 4 0%)( = x and < { >,,= 0. Moreover,
HCHWQH,Q(%) < K(m, h)HxHWQ,z(%). Assume y is a C! function of x3 €]0, 1], with vanishing

average over ()} for every x3: this proposition implies ¢ € W$+2’2(Q%,C1]O, 1)).

3.1 Construction of ¥

For given F' € Dy(Qy,), take g € W;Q(Qh) such that (9) is satisfied: g € Wi’z(Q’h,C(’O(]O, 1)),
according to lemma 3. The proposition 1.1 of [I] implies there is one ¢ € W;Q(Q?l, C>=(]0,1])
defined by

Aop =g (11.a)
< >,,=0 Vs €[0,1]. (11.0)

Recall that g € C(Q): ¥ € C*(£y), therefore AyAy) = Ag. The boundary-conditions for
¢ imply < Ay >,.= 0 for every x3, and Ay € W;’Q(Q;L,COO(]O, 1]).
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3.2 Construction of ¢

Similarly, take u defined in W3?(Q,) by (4), with f = AyF3 — 02, Fy — 02, F». Recall

13 2T3

< u >,,=01n [0, 1]: the proposition 1.1 of [1] allows to define ¢ € Wi’Q(Q%,C”(]O, 1[) by
Ao = —u (12.a)

<o >,=0 Vr3€0,1]. (12.0)

Recall that u € C®(Qy,): ¢ € C®(Q4), therefore AyAp = Au. The boundary-conditions for
@ imply < Ay >,,= 0 for every z3, hence Ap € Wi’z(Q’h,Coo(]O, 1]).

3.3 U solves (1)

Now let S; and Sy be functions of z3 such that

07285 = NSy =< Fj >, for j=1.2, (13.a)
S;(0) = 5;(1) = 0. (13.b)
In view of the regularity of F, v and ¢, U € (C*®(2,))3.
Let us set
wy = Fy — 02,51 + AS1 + 05, A — X0y 4+ X020 — 02, A (14.a)
Wy = Fy — 07,55 + NSy — 05 A + A0y, ) + ND2, 0 — 02, A (14.b)
ws = F3 + (A — M d)Agygp. (14.c)

Then w = (wy, wy, ws) belongs to (C*(Qy))* and for every vector field V € (D(Qy))? such
that V-V =0, V is equal in €2, to a periodic vector field and can be put into the form

(—8x2\11+82 q>+.7:1(x3),8$1\11+82 q)—i-fg(l'g),—AQ(I)) (14)

T1T3 T2T3

with periodic ¥ and ® such that < ¥ >,.=< & >,.= 0, in view of [I, theorem 1.4].
Moreover, the boundary-conditions for V imply ® = 0,,® = ¥ = 0 at x3 = 0,1. Therefore,

/// wYdxdrydrs = 0. (15)
Qp

In view of [0, prop. 1.1 p. 14] the existence of ¢ € C*(€);,) such that w = Vq follows. In

integrating by parts gives

view of [I, lemma 1.3 p. 296] curl(w) = 0. Moreover, < wy >,,=< wy >,,= 0. Therefore

using Fourier series, one gets ¢ € W;’z(Qh). Therefore U and ¢ solve (1.a).

Moreover, U = 0 on the planes x3 = 0, respectively 1, because Ay0,, = 0y, Aop = Oy u in
the distributional sense, and then 0,,¢ = 0, while g = 0 implies ¢ = 0 when 25 = 0 or 1.
Unicity of the solution of (1) such that q € W#Q(Qh) is given by the L? scalar product of
(1.a) by U.
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3.4 Estimate for (U,q), when Re(\) > 0

The scalar product of (1) by U gives

VIMIVU[ 2@ + MU 2 s < 201F 203
Therefore, HAU”W—1,2(Qh) < %”FHL2(Qh)37 which implies HV(]HW—Lz(Qh) < 2/\/ ‘)\‘+2‘|F|‘L2(Qh)5
In view of [0, prop. 1.2 p. 14], ||q|| < C"(h,0)||F || 2(0,)2-

The regularity of U implies that V- AU = A(V - U) = 0. Therefore, the scalar product of
(1.a) by AU gives
AU 2@uys < [IFllL2(0)2

and the lemma follows.

Lemma 4 For every \ with positive real part, and every F € (Dy(Q4))3,the problem (1)
has one solution (U, q) € (WiQ(Qh))g X W;f(ﬂh), with

1Ullw22@uys + MU 22 + 1Vl 2iuys < CRm I Fll2qs- (16)

This result extends to F' € (L*({))%, because Dy (L) is dense in the W4?(€,). Later
on, Ry 2 will denote the linear mapping F' + U of (L*(€2;))? such that (1) is satisfied with
U e (W;’Q(Qh))?’ and ¢ € (W;Q(Qh))?’. The estimate (16) of the resolvent of the Stokes

operator will now be extended to A € X,,.

4 Estimate of U in (L?*(€,))3, for other values of A

Suppose first that A € C is such that 0 < —Re(A\) < [Im(X\)|n, n €]0,1[. Set A = \; + a with
Re(A1) > 0 and real negative a such that |a| < Im(\). Then (1) is equivalent to

U — CL’R,)\LQU = ’R,)\l,gF. (17)

Equation (17) admits a solution (Neumann series) in (L?*(£2;,))? in view of the estimate (16)

for Ry, 2 . The solution satisfies:

1

1

\/_
F 18.b
T ] 1]l 22 () |)\| 1 2 5 (18.0)

as can be seen from the imaginary part of the (L?(£2;,)? scalar product of (1) by U. To obtain
(18.b), we use

AP = [+ af? = () + (Re(A) +a)? = [lm(A) + Re(A)? < 2(Im(A))?*
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Consider now the case Re(A) < 0 with |[Re(\)| < (n/(1 — n))/Im(A)|. Following the same
procedure as in the previous case, and using (18.a), we see that (1) admits a solution when
A € ¥,. Indeed, with A = Ay — ie where the real number e has the same sign as Im(\) with
|Im(A) + €| > |Re(A)|/n, the problem (1) can be written:

U+ 7/’67?/)\272[] = R)\Q’QF.

It admits a solution because e < [Im()y)|. Then, imaginary part of the L? scalar product of
(1.a) by U gives:

1—n
|)\\T\|U\|(L2(Qh))3 < ImWN)[|U]|z2@nys < 11F 1 z2@n))s (19.a)

hence

AUl zz2@ue < C"(hy M Fllz2(0,)),

VUl z2@u2 < C"(hs IIF (| (z2(0,)9)
and

lall(z2@uys) < C"(h,m)|| F|.

The last estimates allow to use via localization, alike in the section 5.1, [6, prop. 2.2 p. 33],

which gives

So (16) extends to every A € 3,. Notice that X, becomes larger as 1 approaches 1 from the
left. This implies that the conclusion of the lemma 4 is still valid when A € ¥,,.

5 Estimate of U in LP, with p > 6

Now we have to prove that this result remains true in (LP(Q4))? with large values of p.
Recall that [1] and [5] have established a similar property for bounded domains, and for
a half-space. Localization is a method, allowing to use results like their’s: it consists in
considering a solution of (1), and building from it a solution to the same problem, but in a
domain, for which the wanted estimate is already established. But it is then necessary to
consider that V - U can be different from zero in the Stokes system (1). This is not the case
with [1] and [5]. Fortunately, [2] gives an estimate of the resolvent of the Stokes operator,
which is true for vectors with prescribed divergence. Our L? estimate will enable us to use
their theorem by allowing us to control the non homogeneous term, which the localization

process introduces in the continuity equation.
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5.1 Extension of U to a solution of the Stokes operator in a half-space
As soon as F' € (Dy(Q,))?, U is in (C®(Q2,))?. For every (m,n) € Z*, let us call 7,,, the
translation by nh; respectively mhs in the x1, respectively x5 directions.

Let PU be the extension of U in R? x [0, 1] giving a function, with period hy in the 2,
direction, and period hs in the xo direction. Let P’q be the periodic extension of ¢ in the

directions of x; and x,.

Let PU be the extension of PU to R? x [0,2] such that the first and second components are
even with respect to z — 1 while the third one is odd: the divergence of PU vanishes. Let
us call Pgq the extension of P’q which is even with respect to z — 1. Let x € D(R?) take the
value 1 in €2, but vanish everywhere |x1| > 2h; or |z3] > 2hy or 23 > 2. Then, xPU and
xPq are in (W??(R%))? respectively W?(R%) and satisfy

A(xPU) — AxPU +V(xPq) = xPF +2(VxV)PU) + PqVx (20.a)
V.xPU = —=Vx.PU. (20.b)

The linear mappings xP and xP are bounded in £((WP (€))%, (W2P(R%))?), respectively
L((WP ()%, (WHP(R3))?) for every p. And the lemma 4 implies that the L?(R3) norms
of A(xPU), V(xPU), xPq and AxPU are dominated by the (L?(;))® norm of F. This

allows to use a LP(R"}) estimate for the solution of the inhomogeneous Stokes problem
AV = AV +Vi=g (21.a)
V-V =0G. (21.b)

Indeed, [2, th. 3.1] states that (21) implies

IVl zoges o+ VNIV lgwmces s + IV wasqes sy + IVl os e <
R 13l ey + IVl wsys + IAC @), (22)

where T/~ 12* (R3) is defined in [2].

5.2 Estimates for U

In what follows, for a sake of simplicity, and except when more precise notations will be

useful, all constants, depending only on h, n and p, will be denoted by k.

In view of [2, remark 3.1], gives

195 PUli-ve s < #lIVXPUaqeye < w0z (23)
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In view of Sobolev inequalities and of the already established L? estimates for VU and g,
and because 2, is bounded, [2, th. 3.1] implies that

1Ul[w2e@ups + I1Vall sy + MU zs@uye < & @s@is)- (24)
By the Holder inequality, for r = 26 + (1 — 6) with 6 between 0 and 1, r €]2,6] and

20 /r 1 9 r
IVX-PU @y < ST @y < BIUIE gy 101 sy < AU @s @) (25)

After that, we use [2, remark 3.1] again, which states that for r €]2, 3], with p = 3%,

||VX'PU||(VAV*LP,*(RE)’F))3 < “||VX-PU||LT(R1)3 < £[U]l 253 (26)

Consider that every p > 6 is in the form 3r/(3 — r) with r €]2,3[. Recall that, because of

Sobolev inequalities,
IVx-PUlwrr gy < KlIU | wirqus < KU er@uns < KU Tave,)s- (27)
In view of [2, th. 3.1],
[Ul[w2o@u)2 + IVal ey + (AUl ze@uz < EI1E @) (28)

for p > 6.

This estimate extends to F' € (LP(£2;,))3, alike in the section 3.4. Hence the theorem 1.

6 Further condition for the flowrate

Sometimes, it is useful to consider solutions of (1) with vanishing fluxes through the surfaces

x1 = 0 and x9 = 0. This is the case, for instance, when natural thermal convection is studied.

From the solution (U, ¢) of (1) in (Wi’p(Qh))?’ X W;Jp(Qh), it is possible to build a solution
(U, q') to (1) in (WP ()% x WP(Qy,), satisfying the condition

h2 1 h1 1
/ / U{(.ﬁCl,xQ,Ig)dﬂfgdﬂig = / / Ué(l’l,flfg,ﬂig)d{lfldxg =0. (29)
x2=0 J x3=0 r1=0 J x3=0

With ) in the half complex plane where Re(X) > 0, let us set A = N2,
H)\(.T?)) _ (sinh)\’zJ.rsinh)\/(lfz) . 1)/)\7 '7( ) (ZCoshX—l i 1)/)\7

sinh \/ A sinh A/

H,\(xg)

Wiza) = Y(A)

(hy /0 S, (ea)dis, by /0 Sy (), 0) (30)
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and

Q(l‘l,l'g) = — (hll'l/o Sl(l'g)dl'g + th‘Q/O' SQ(ZE3)dZL‘3). (31)

1
7N
Then, U' = U — W and ¢ = q — Q satisfy (1). Notice that S; and Sy depend continuously
on F € (LP(Q4))3: therefore, (U, ¢') satisfies (28) for large enough |\| because |[My(\)| — 1
when |A\| — oco. Moreover, U’ satisfies (29), but ¢’ is no longer periodic. Hence an other

version of the theorem 1.

Theorem 2 Let us consider the Stokes operator in €, with homogeneous Dirichlet bound-
ary - conditions at x3 = 0 or 1, prescribed periods along x1,xs, and vanishing flowrates
through the surfaces, parallel to x10x3 and x90x3. The resolvent R{,p 1s continuous from
(LP(Q))? towards (W;’p(ﬁh))?’ for p > 6, and A\ € £, for large enough |\|. Moreover, the
estimate

IR llzrns + IR, Fllwzn@uys < Knnpl Fllr@u)s

is satisfied.

Appendix A

Proof of (7.a): Suppose that for 3 €]0; ho[ and 23 €]0, 1], (9.a) is not satisfied. For instance,
Av(0,29,29) — Av(hy, 29, 29) > 0. Let us construct functions 1, € V such that (Av|A,)
is less than a negative number while ¢, — 0 in Wi2(Qh), and ((Vv|Viy,)) — 0. This
contradicts the continuity of b, and gives (7.a).

Let x be a piecewise C?(R) odd function, taking non negative values on [0, hy /4] with x/(0) =
1, and with support in I = [—h;/4, hy/4]; here x’ denotes the derivative of x. Let ¢ be a
C*(R) even function, taking non negative values on I, and with support in this interval. We

have [, /4 X"(s)ds = —1 and f i /4 ¢"(s)ds = 0. Let 1, be defined in

hl hl hl hl

hy h
Rk,z(n):[—4—+kh1,4 +kh1]x[0—4—+lh27 2+4—+th] 29 _j7xg+ﬁ]

by (1, 29, 23) = nx(n(w1 — kh1))¢(n(zg — lhey — 29))((n(w5 — 23)),
and vanishing out of Uy yez2 Ry, (n).

For large n, ¥, € V, and ¢, — 0 in Wi’Q(Qh) when n — oo. Integration by parts shows
that ((Vv|V,)) — 0. Moreover,

A¢n($1,$27$3) =

n?x" (n(zy — kh1))C(n(x2 — 29))¢(n(xs — x3)) + 0’ x(n(x1 — k)¢ (n(x2 — 29))¢(n (x5 — 73))
+n’x(n(xy — kh1))¢(n(ze — 29))¢" (n(zs — 23))
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when (21, g, x3) € Ry, A, (21, 22, 23) = 0 elsewhere. Hence with

h h hy h h
Ly khy] x [2)— =L 4 lhaa 2+4—+th] (20 —ﬁ,ngr—l],

+ —
Rk,l(”) - [07 4 4 4n

AU|A7~/)TL /// AU (2:;11;2 xS)AIbn(xl, .%'Q,Zb'g)dl'ldflfgdxz; =
///+ ( )[A iiﬁﬁi xg)n?’x"(nxl)C(n(xQ — 2N (n(w3 — 23))dr drodrs
Ro,o n
+ / / / N [Av} Grza) ()¢ (@ — 29))C(n(ws — 28))day dwadas
Ry,

e [ G e — ) 0 — s
R
But
][zt ) ontes = st — o), =
R

z3) @ T 0 i 0
Ay [T e [ ncnty =g [ " ncne = af)yaz
Z'—— l?B—m

J [, entonanant man)onte = 9o - e)drdrada,
00(”

with ¢, defined by
(11, T2, 13) = Av(z1, T, 73) — Av(21 + 1, T, 73) — Av(0, 25, 23) + Av(hy, 23, 23)

in Ryo(n). In view of the smoothness of v, €, — 0 in C°(Rg(n)) when n — 0. Recalling

hy b hy
that foﬂ nx"(nzy)dzr; = —1 and f‘“lgl n¢(n(z))dz = 1, and that [[™ n | x"(nz) | dz and
~In

", n | ¢{(n(z) | dz are bounded, we get

4n

/// (Av(zy, T, 23) — Av(hy + 21, T, 23) )03 X (n21)C (0 (22 — 29))

( (Ig - $3))d$1d$2dl’3 < (AU(Ou Iga xQ)) - AU(h, x(2)7 .I‘g))/Q

for large n.

Then
///+ [Av] iififil xg)n‘gx(nxl))f”(n(@ — ) (n(zs — 23))dw dodrs =
Ry
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Ul x%—f—h—l zg-‘rh—l

A (O,IQ Ig) 4n d 4n y _ 0 d 4n _ 0 d

[Av), 220y | mx(na)de | onci(n(y —ag))dy [ - nG(n(z —a3))dz
0 T

27 4n T3"In

/ / /R En(w1, w2, w3)n’x (nw1)C" (n(w2 — 23))¢(n(23 — 25))dwidzadas.

This expression tends towards 0 when n — +o0. Indeed, f i+ n¢”"(n(y — x9))dy = 0 while

ohl

f4" n | x(nz) | dz and f Hm | ¢"(n(y — 23) | dy are bounded. Hence (Av | At,) <

0h1

—(Av(0, 29, 23) — Av(hy, 29, xS))/Zl for large n, and (7.a) is proved.

We only sketch the proof of (7.), which is similar to the one of (7.a). Assume 9,, Av(0, 23, x3)—
Oy Av(hy, 29, 25) < 0. Let us still consider functions 1), defined in Ry ;(n) by

Un(@1, @2, 73) = X(n° (21 — kha))((n(@2 — 25 — 1h))¢(n(zs — 23)),

and vanishing out of Uy, jez2 R But now, x and ¢ are even C*°(R) functions, with supports
in I: y is negative on I, increasing on [0, hy /4] with x(0) = —1, while ¢ takes non negative
values with fjh_i; n((z)dz = 1. Assuming 9,,Av(0, 29, 23) — 0., Av(hy, 23, 23) > 0 gives a
contradiction. 4Inndeed, integrating by parts gives (Av | Avy,) = A, + Ba, + Bs, where
Ay = —((05,Av — 0y, AV) | 0py0y) and B;,, = (Av | 9%4),) for @ = 2,3, where A, >
(02 Av(0, 29, 23) — O,y Av(hy, 29, 29)) /2 while B;,, — 0 when n — +o0o. So the lemma is

proved.
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EGBERT DETTWEILER

Embedding of general martingales into a Brownian
motion

Introduction

In 1960 Skorohod proved [10] that for any mean zero, square integrable random variable
X there is a Brownian motion and a stopping time 7 such that X and B, have the same
distribution. Meanwhile there exist a series of different, elegant proofs of this so-called
Skorohod embedding (cf. [1], [2], [4], [L1] and [5]). This embedding gives the possibility to
measure the closeness of the distribution of X to a normal distribution 1. Let us shortly
indicate the basic idea in the most simple case. Suppose that g is a two times continuously
differentiable function. Then an easy application of the Ito-formula gives the first order

expansion
Lo
Eg(X) —Eg(B,) = Eg(B;) —Eg(B,) = 5 E¢"(X)(r —s) + R,

with some remainder term R. This and also higher expansions are of course only useful,
if the stopping time 7 can be handled. For example, if X = M;, where M = (M;);>o is a
continuous, square integrable martingale, then the theorem of Dubins and Schwartz (cf. [3])

gives the nice stopping time 7 = 7, = [M];,.

In [¢], P. A. Mykland has obtained a new construction for a Skorohod embedding. He uses
this construction to embed general right continuous martingales into a Brownian motion,
such that a kind of the Dubins and Schwartz result holds.

The present paper is based on the ideas of Mykland in [8] and had its origin in some gaps
in the proofs of [8]. The efforts of filling these gaps finally lead to a slightly different type of
embedding.
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1 The Skorohod embedding of P. A. Mykland

Suppose that [a,b] is an interval containing 0. Then it is well known that there exists a
continuous martingale (L;, Gi)o<i<1 such that L; has the distribution ﬁéa + 550 Just
take a Brownian motion (B, F;)¢>o starting at 0 and let 7 denote the hitting time of (B;) of
the set {a,b}. If » : [0,1] — R, is a continuous, strictly increasing function with ¢(0) = 0
and ¢(1) = oo, then the process (L¢, Gi)o<i<1, defined by L; = Byar and Gy = F ), has

the desired properties. We will call a martingale of this type a martingale ending in {a,b}.

As e.g. in [2] such martingales will play a central role in the following Skorohod imbedding

of a single random variable.

Theorem 1.1 Let X be a random wvariable on a probability space (Q,F, P) with the
properties EX = 0 and EX? < oo. Then there exists an extension (¥, F', P') of (Q, F, P)
(cf. eg. [11],3.4.1 for the usual definition of an extension) and a continuous, square integrable
martingale (M(X), Gt)o<t<1 on ' such that My(X) = X.

Proof: Let p €]0,1] be given. For the construction of the martingale M(X) we take an
independent sequence (L*);>q of continuous martingales (LF, G¥)o<;<1 ending in {—p,1—p},

which is also independent of X.

We remark that every martingale L* as a stopped Brownian motion is an L - martingale
for every ¢ > 1. For later use we define with the aid of the sequence (L*) the following

sequences of random variables: We set for k£ > 0

M =p+ L,
Goi=pm + (1 —p)(1 —m),
o= p(L—me) + (1 —p)me,

o := [L¥]; (the quadratic variation of L* at time 1).

(1.1.1)

Then obviously 7, takes the values 0 and 1 with probability 1 —p and p resp.. Now we start
with the construction of M (X). Set X; = X and denote by Y; an independent copy of Xj,
which is also independent of (L*);>o. Then define

Xl(l) =nX1+ (1 —n)Y; and
X1(2) = (1 =) X1 + oY1,

and

Xo=pXV +(1-px?.
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If Xo-n (n > 0) is already defined, we proceed similary to define X, (nt1). First we take an
independent copy Yo-» of X5-», which is also independent of all random variables which are

already introduced. Then we set

) (1.1.2)
XQ—n = (1 - nn)X2*” + nnYVQ*" )
and
Xy = pXP + (1= p) X2, (1.1.3)

Now we define a filtration (Fy-n),>0 such that (Xo-n),>0 is (Fa-n)—adapted. We set

.7—1 =0 (X, Xg(i)zm X;Q,)k (k 2 O)> ’ and

2=k 2

Fop i =0 (X“) X® (k> n)) (n>0). (1.1.4)

Then (Xy-n, Fo-n)p>0 is a martingale.

Proof: Essential for the martingale property of (Xy-n, Fo-x) is the observation that for
every n > 0 the process L™ and the o —algebra Fy—u+1) are independent. [Proof: First one
gets easily from the definitions that the variables qu)n and XQ(Q_)n have the same distribution
as Xon and Yon. For 0 < t; < --- < t, < 1, A € B(RF), C; € BR), C, € B(R)
(B(RF) := Borel field of R¥) then one computes

P [(L;g, Ly ed X0 ey, X2, e 02}

- P|(L;

t19°

L) €A =0, X € ), X, €0y

+P<L’§1,... Iy eAn=1xD e, x9 e 02]

= P[(L},...,L}) € A, n, = 0] P[Ya-n € C1]P[Xo-n € CY]
+P[(LY,... ,L}) € A = 1] P[Xg-n € C1]P[Yon € Co]
= P[(Lr,.... L) e A PIXY, e O PIXY, € Oy,

because of (1.1.2). This gives that L™ and {X;l_)n, X2(2_)n} are independent. It follows that L™

and o (Xz(l,)n, XQ(%),I, L™(m > n),Yo-m(m > n)) are independent. Since the latter o-algebra
contains ?2_<n+1) by 1.1.3, the independence of L™ and ?2_(%1) is proved.] From this inde-

pendence property we obtain for every n > 0,
E [Xo-n | Fy-tnin]
= E [Xo-n1py,=1) + Xo-nIpg=q | Fomcon ]
=E [Xél—)nl[nn:u + X2 1y,=0) !ﬂ—mm} (by (1.1.2))
= pX + (1 =p) X2, = Xyt
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i.e. (Xg-n)n>o is an (Fo-n)—martingale.

Next we observe that (1.1.3) implies

X0 = Xy = (1= p) (X0 = X2, and (1.1.5)

X2, = Xy = (=p) (X2 = X2, |
and it follows from the definition of 7, and (1.1.2) that
Xy i + (Xan - X;%L) LT = Xy (1.1.6)
Now we set for every n > 0 and 2-(n+1) <t <27 m

2—7L

My(X) = Xy-tnen) + (X“) - XQ(%L) Lliry . (1.1.7)
Then the process (M;(X))o<i<1 is obviously a continuous process such that
Mgfn (X) - ngn

for every n > 0.

Since EXo-n = 0, (1.1.2) implies EX{", X{?, = EXy-uYs-n = 0, and we obtain

2—n<h2—n T

E(Xs-n)? = (p*+ (1 = p)*)E (Xy-uin)?
==+ (1 —-p?’)EX?,

which implies that Pr% My(X) = 0 in L?. Hence the definition My(X) = 0 gives the (a.s.)
continuous process (M:(X))o<t<1. We now define the following filtration associated to this
process M (X). We put

Go = {0,'} (1.1.8)
(where ' = Q x --- denotes the extension of €2, such

that all random variables introduced above are defined
on )

G =0 (Fyw, G (k>n,0<s<1), G0 (0<s <2 —1))
for 2D < ¢ < 27" (n > 0), and

lea(?l,gg (n>0, 0§3§1)) )

Then (M:(X),Gt)o<t<1 is the asserted martingale.

Remarks 1.2 (1) Since the processes L™ in the construction of the martingale M (X) are
(as stopped Brownian motions) L?—martingales for every ¢ > 1, the martingale M (X) is
an L?-martingale if and only if X is ¢—integrable. (2) By the theorem of Dubins and
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Schwartz (cf. [3]) there exists a Brownian motion (By, F)o<t<1 on § such that 7 = [M(X)];
(0 <t <1)isan (F;)—stopping time, and such that B,, = M;(X) a.s. for every t. Especially,
B, = X, which means that theorem 1.1 gives a so—called Skorohod embedding of X. The
essential feature of the Skorohod embedding of 1.1 is the special structure of [M(X)];, the

quadratic variation of M (X) at time 1. This is described in the following result.

Proposition 1.3 With the notations introduced in the proof of 1.1 the following formula
holds for [M(X)]1:
(M(X))1 =) (Xgn = Yau)?0,, as., (1.3.1)
n>0

and Xo9-» has the structure

Xon =2, X+YV,, where Zo =1, V5 =0, (1.3.2)
and forn >1
Zn - Cn—lCn—Q et CO )

n—1
Vio=> Z,;Yss with

J=0

Zn,j = Cn—l te Cj+l€j .
Proof: From the definition of M (X) it follows that
2
M), =Y (XS_L - X;z) 00 =3 (Xon = Ysn)20,,
n>0 n>0
i.e. (1.3.1) holds. The assertion (1.3.2) is easily proved by induction, using that (1.1.2)
implies (see (1.1.1))
X2—(n+1) - CnX27n + fnY27n (133)

for all n > 0. [Since X5-» = X and Xp-1 = (X + & Y2-0 (by 1.3.3), the assertion (1.3.2) is
true for n = 0,1. Now suppose that (1.3.2) holds for n > 1. Then we get from (1.1.3)

Xo-mt1) = (udnX + (Vo + &, Yo
n—1

= Znn X + D nZn Yo + EYon
j=0

= Znp1 X + Z Zpt1,;Yo-i .|

J=0

By (1.3.1) we have the representation
[M(X))1 =) (ZuX + V;, — Ya-n)?0,, and we know that (1.3.4)

n>0
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(i) o, is independent of Z, X + V,, — Yo-» (and of X), and

(ii) V,, — Yo-» and Z,, are independent of X.

Furthermore, the construction of X5-» shows that

EYZ. =EXZ., = a,EX? and
EY,t. = EXy . = b,EX* + ¢, (EX?)?

for some constants ay, b,, ¢, (which can be easily computed).

These observations lead to the following corollary of (1.3).

Corollary 1.4 The following formulas hold for the conditional expectation
E([M(X)]1]X) and the conditional variance

Var ([M(X)]:|1X) = E([M(X)]}]X) — {E([M(X)]1[X)}*.

There exists constants oy (p), az(p), B1(p), - .. , B5(p) such that

E(M(X)1|X) =ai(p)X?+ax(p)EX? and (1.3.1)
Var ([M(X)]1|X)= 81 (p) X" + Ba(p)EX" + B3(p) (EX?) (1.3.2)
+ Bu(p) X°EX? + B5(p) XEX®.

Remark 1.5 It will turn out (cf. [3]) that most of the constants do not depend on p. More
precisely, we will show in the third paragraph that

ap)=z. )=,
51(]9):%7 52(1?):%7
B3(p) :% —c(p), Bulp) =clp), Bs(p)= —c(p),

where only ¢(p) depends on p. If we work in the following with the formulas (1.3.1) and

(1.3.2), we will already take the above values of the yet unknown constants o (p), ... , G5(p)-

For the following results we have to generalize slightly the notion of an extension of a given
probability space. A probability space (ﬁ, F , IF’) is henceforth called an extension of the given
probability space (€2, F,P), if there exists a map 7 : Q — Q such that 7 I(F) C F and
7(P) = P. If (F,) is a filtration on €, a filtration (F;) on Q is called an extension of (F), if
7Y(F,) C F, for all t. For the extension (7 (F;)) we usually use again the notation (F).
Similarly, if X is a random variable on €2, the extended random variable X o 7 is usually

again denoted by X.
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Theorem 1.6 (Skorohod embedding of a discrete time martingale)
Let M = (My, Fr)k>0 be a square integrable martingale on (2, F,P) with My = 0. Then
there exists an extension (Q,]? , ]@) of  and a continuous, square integrable martingale
M = (]\Z,ft)tzo on Q with the following properties:

(ﬁk)kzo is an extension of (Fx)r>o0,

Mk:Mk forall k>0, and

i
L

1 n—1
3

E (M| F) = 5 3 (Mys — M) +

[GCRI )

E ((Mys1 — My)?|F)

k=0 0

i

foralln>1.

If, in addition, M is an L* —martingale, then M is an L —martingale, and

Var ([M},|)
9 n—1 ] n—1
== k:O(Mk+1 — M;)* + T ;E ((My4r — Mp)*| )

for alln > 1.

Proof: We set Xg = 0 and X,, = M,, — M,,_ for n > 1. From theorem 1.1 we get that

there exists an extension (€', F',P') of Q and a continuous, square integrable martingale
(Mt(Xl), gt)ogtgl such that M1<X1) = Xl. Now we set

Fo=Gfor 0<t<1, F:=GVF, M:=DMX)

for t € [0,1] and (Q(l),f(l),f”(l)> = (Q, F.P).

Then it follows from theorem 1.1 that for E ([]/\\4/ 1| F ) and Var ([]T/f | F ) the asserted for-
mulas of the theorem hold.

The structure of the proof is now as follows. First we define by induction a sequence

<§~2(”)) of probability spaces with the following properties:
n>1
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1. For every n > 1 the probability space Q@+ is an extension of le("), i.e. there exists a
measurable map U, : Q@) — QM sych that U, (IF)(”“)> =Pm,

2. On every Q™ there is a filtration (ﬁg) such that for 0 <t < n —1 the o-algebra

0<t<n B B
F, is just the canonical extension of the g-algebra F, defined before on Q1.

3. On Q™ there exists a continuous L2- (resp. L*-)martingale <J\7t) relative to the
0<t<n

filtration (ﬁ), such that for 0 <t <n —1 the ]\Z is the canonical extension of the
M, defined before on Q1.

4. My = M, for 0 < k < n and the asserted formulas for E ([]Tf]mu-") and Var ([M]mu-')
hold for 1 < m < n.

The final extension € then is defined as the projective limit lim Q("), and the canonical

—

extensions of the ]\Z and .77} to ) then yield the martingale (]\Z,ﬁ) with the asserted
>0

properties.

First we construct the extensions Q™ under the additional hypothesis that for every n > 1

there exists a regular conditional probability of F,, relative to F,_1, i.e. a Markov kernel
K™ Qx F, — [0,1],

such that K™ (., A) is F,_;-measurable for every A € F, and such that K™ (w,.) is a
probability measure on (2, F,,) for every w, which we also denote by K. At the end of the

proof we will indicate how to dispense from this assumption.

If Q is an extension of 2, and 7 : Q@ —  the associated extension map, then for every
(n)

(@)

w € 0 we write K(wn ) for the probability measure K

Now suppose that Q=D g already constructed. Let (5,3, Q) be a probability space, on
which a martingale (L, Gt)y<,<; ending in {—p, 1 — p} is defined. Then we set

Q(n) = Hﬁk X HSk

k>0 k>0

with Q, = Q0D and S, = S for all k > 0, and we denote by 7 resp. m; the canonical
projections from Q™ onto resp. Si. We identify Q=1 with Q.

We proceed as in the proof of the theorem 1.1. For every k > 0 let (LF, gf)0<t<1 be the copy
of (L, Gt)g<i<1 O Q™ defined by

Lf .= Ly o7} and Qf = (Wz)_l (Gt)
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and set 7, := p + L¥. Similarly, we set
(Xn), = Xpomy, (Yo), ==X, 07,

and define (X, )(1) (Xn)§2) and (X,,),-: from (X,);, (Y5);, o as in the proof of theorem 1.1.

1

Suppose now that (X,,), . is already defined on Q™ in such a way that
(X0)gem = Zm © (7‘('(1), . ,ﬂémfﬁ ,
where Z,, is a random variable on (20 X ... X ﬁzm_l. Then we set
Yadgom = Zn © (s s hen_y) |
and define
(X)W s (X)) and (X,)y- e

again from (X, )y—m, (Yn)y—m and n,, as in the proof of theorem 1.1. Then we set for every
m >0 and t €)27 0"+ 2-m]

My(X) = (Xn)gmtmsn + ((Xn)gl)m . (Xn)f_)m> Lo,y
F = o (X, (G (X2, (2 0))
7—“;@(m+1) =0 ((Xn)(l_) (Xn)f_)k (k > m)) (for m > 0),

2—k»

0o = {(Z), Q(n)}
t(n) =0 (.7:; i, GF (k> m),Gm ) for t € [2=(m+D g=m[

gfn) =0 (7—“;1 LG (k> O)) .

z
|

Then it follows from theorem 1.1 that ( +(Xn), 6" ) is an L% (resp. L-)martingale
0<t<1

on QM relative to every probability measure

w

R™ .— (Kén))@)ZJr ® Q%%+ (a c ﬁ(n—l))
on QM Finally, we set FO) .= F, vV Ql VvV F and

(7, for 0<t<mn—1

~ (canonical extension from Q=Y to Q™)
Fn1 VG form—1<t<n,

| Foa v v F,




84 E. Dettweiler

Then we define on (Q(”), F (”)> the probability measure ) by

B (4) = / RO (A)P0 (d)

Q(nfl)
for Ae F () and set
]\Z for0<t<n-1
M, = (canonical extension from Q1) to QM)

—~

M, 1+ ]\Z,(n,l)(Xn) forn—1<t<n.

Then we claim that (]\Z, .72) is an L?-(resp. L*-)martingale on (ﬁ(”), F), ]T”(”)> such
0

<t<n

that the asserted formulas for E ([]TJ]M]—') and Var ([MM]:) hold for k£ = 1,... ,n. As
already remarked, this is proved by induction. On QO the assertion holds by the theorem

1.1. Now assume that the assertion is proved on Q=1 Then we have to show that

(i) (]\A/[/t, j-v"t> is a martingale,

n—1<t<n

(i) the asserted formula holds for E ([M |l F ),

(iii) the asserted formula holds for Var ([]Tj || F ) :

Proof of (i): It is easily proved by induction that for every n > 1 we have the inclusion
Fn CFo CFpV Hy,

where H,, is a o-algebra independent of F,, (even independent of the whole o-algebra F

on 2). This implies that for every A € F,, we have

POD (A1 F) = P (A1) = KE(A),

i.e. KM is also a regular conditional probability of F,, given ]?n,l.

For (i) we have to prove that

E (Mi(X,) = My(X,)1F) =0 B —as,
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for 0 < s <t < 1. Because of .7-2 = fn,l Vv gg”) we choose an A € J%n,l and a B € an)
Then we get by the above remark

(My(X,,) — My(X,,)) dP™

ANB
/ / L (@) 15 (3) (Mi(X,) (@)
Qn—1) Q(n)
<xn>< D) JRE, (d5)B) (dD)
_ / Lo (@) [ (My(X,) — My(X,)) dRY)_ PO (di»=1) =0,
O(n—1) B

since [ (My(X,) — My(X,,)) ngﬁLl) =0 for all &™) € Q= by theorem 1.1. Hence (i)
is proved.
Proof of (ii): Since

E ([M]aF) = E ([M]o 1| F) +E ([M = My 1], )
it remains to prove that

— 1., 2
E ([M - Mn,l]n|]-"> = SX2 4 ZE (X2 Fom)

Now for every A € F we obtain

/ 0 — M, ], d B

A
- / (M(X,)]1d B
/ / L dRE) PO (gt

Q(n 1) A

If we denote by IEgﬁL),l the expectation relative to the probability measure Rgﬁ,l on QM

then we get from theorem 1.1
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and hence

JurnaEe - [ (% s+§E<X2!fn1>)dﬁﬁ<n>.
A A

Proof of (iii): We have

Var ([M]ﬂ]—‘)

= & (((¥ocs + 07 = Fy — B (3,11 ) — B (137 - Wi 17)) 1)

—

= Var ([M]n_1|f> + Var ([M— Mn—l]n’F>
+2E (Mo = E (Mo 1| F) ) (1M = My il — B ([M = My iJulF) ) 1F)

Since ([M]n,l —-E ([]/\\/[/]n,ﬂf)) is F,,_1-measurable by (ii), we get for every A € F,

/ <M”—1 -k <[1‘7]n—1|f)> (M(X)]: — E ([M(X,)1|F)) dP™

= [ (00— B (1117)) [ IO~ E (MO |F) ARG B (@)

Q(n—1) A
= 0, since obviously

[ 100~ E(MCG)LIF) dRE., =0

A

for all &"~! € Q=1 Hence we have proved that

Var ([M]n|f) — Var ([ﬁ]n_1|f> 4 Var (M(X)L|F) .

Now the induction hypothesis for Var ([M ]n_1|]-"> and an application of theorem 1.1 to
Var ([M(X,)]1|F) similar as in the proof of (ii) above yields the assertion for Var ([MM]—“)

So we have proved the theorem under the additional assumption that for every n > 1 there
exists a regular conditional probability of F,.; given F,. We shortly indicate that the

construction of € is possible even without this assumption.

Suppose that (2, F,P) is given and that F; is a sub-o-algebra of F. Then there is always
a unique probability measure P on (€, F) = (QY, F*N) with the following property: For
every o-algebra G C F, for which a regular conditional probability Q9(w, dw) of G given F

exists, and for every sequence (A,),>1 in G,

2 (H An> _ / TT Q°(wo, A)P(den)

n>1
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Using this result, it is now possible to construct P™ from P without the assumption on
the existence of regular conditional probabilities.
In the next paragraph we need the following immediate corollary.

Corollary 1.7 Let M = (My)so be a discrete time, square integrable martingale on
(Q, F,P) with My = 0. Then there exists an extension (ﬁ,f, IAE;’) of Q@ and a continuous,

square integrable martingale M= (]\A/[;,],-:t> on Q with the following properties:
t>0

(1) M, = Mj, for all k >0,

. 1 n—1 9 n—1
(@) E (MM, My ) = 557 (Migs = M) + 5 SE (Myer = M| My, .., My)
k=0 k=0

foralln > 1.
If. in addition, M is an L*-martingale, then M is an Li-martingale, and

(3) Var ([Mn|M1, o ,Mn>

n— 1 -1
2 8
= EZ (Myos1 — My)* + 4—52E((Mk+1—Mk)4|M17_,, , My)
k=0 k=0
4 n—1 ,
(5— )Z (Mis1 — M)? M, ..., My))
k=0
n—1
+c(p) ) (Myr — My) E((Mkﬂ — My)?| My, . .. ,Mk)

k=0
n—1

—c(p) (Mk+1 —Mk)E ((MkJrl —Mk)glMl,... ,Mk)

foralln > 1.

2 Embedding of general right continuous martingales

On the basis of theorem 1.6 we are now going to prove that any right continuous, square
integrable martingale can be imbedded into a Brownian motion in such a way that the

corresponding family of stopping times has nice properties.
We denote by D the set of all non—negative, dyadic numbers and we write in addition
k
D™ .={se D|s= o B €L},

Dy :={se€ D|s <t} forteR,, and
Dﬁn) ={se DM|s <t} forteR,.
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Now let M = (M, F;)i>0 be a right continuous, square integrable martingale on a probability
space (Q, F, P) with My = 0. An immediate application of theorem 1.6 together with the
theorem of Dubins and Schwartz (cf. [3]) gives the following situation which we summarize

in a proposition.

Proposition 2.1 For every n € N there exist a probability space (", F*, P"), which is
an extension of (0, F, P), a continuous, square integrable martingale M™ = (M}*, F}')i>0 on
Q" a Brownian motion B" = (By',G;') on 2" such that Bin = My* P" — a.s. for 7" := [M"];,
and such that in addition the following properties hold:

M = M, for allt € D™ | and (2.1.1)
E(r|o(M?; s € D)) (2.1.2)
k-1 k—1
1 2 9 9
= 53 (v -y ) S (g —aay ) )
Jj= j=

k
fort:2—n, kE>1.

If M in addition is an L* - martingale, then we have also the property

Var (71|o(M?; s € D{™) (2.1.3)
o k1 i g ko .
== (M =M ) o B ( (M M) by M
45 2" 27 45 4 27 27 27 27
7=0 7=0
4 k—1 9 2
+ (5= ) X (2 ( (g - 30, g0y )
7=0
k1 2 2
+ep) Y (Mo — My, ) E ((M% — My ) My, ,M%>
]:0 2 2 2 2 2
k—1 )
_c(p) (M]+1 M%)E(<M%—M%> |M2in7 7ML71>
]:0 2 2 2 2 2
fort=—, keZ,

The problem is now to get from all the embeddings collected in the proposition a limit
embedding such that at the same time the equations (2.1.2) and (2.1.3) converge in a rea-
sonable sense. The possibility of such a limit embedding is based on an embedding theorem
of Monroe (cf. [0]), theorem 1.1 and [7], theorem 2 with a new and correct proof of the former
theorem.) Let us first introduce some convenient notations, which will make it possible to

write the limit of (2.1.3) in a reasonable short way.
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Let ¢ > 0 be given and k,, = max{j|& < t}. Then we write

(MY, = ggokn_l <Mj2in1 — MQ%>4 , (2.2)
=0
[E(M).)], == 7}13310]%2—11@ ((Mi - M%>4|M%ﬂ,... M_) ,

=0

(B(M).)), = Jggomi (IE ((M_ - M%)Q My ... M_))2 ,
=0

[M2E(M?).)), = Jggo’%z_l (Mi - MQ%>2E ((Mi - MQ%>2 M. M_) ,
=0

[IME(M?|.)], := ggomz—l (M_1 - M_) E ((M_ - MQ%>3 My .. M_) ,
=0

provided that the limits on the right hand sides exist. Of course, these notations are a
little bit inconsistent with the usual notation [M] for the quadratic variation, which we
keep up instead of the more consistent notation [M?], and we will also write as usual (M)
for the predictable quadratic variation instead of [E(M?|.)]. Let us note that for a square
integrable, continuous martingale all five limits above are zero, and it follows for a general
square integrable cadlag—martingale from the decomposition into a continuous and a purely
discontinuous part that the five limits above indeed exist for a topology, which is used in the

proof of theorem 2.3 below.

Now we can state the main result of this paper.

Theorem 2.3 Let M = (M;, F)i>0 (Mg = 0) be a right continuous, square integrable
martingale on (Q, F, P). Then there exist

— a probability space (S, %, Q),
— a Brownian motion (B, Gt)i>0 on S, and

— a right continuous, increasing family (1;) of (G;) —stopping times,
such that the following assertions hold:

2.3.1 The process Y = (Yi, Hi¢)i>0, defined on S by Yy, = B,, and Hy = G, for all t > 0,
is a right continuous (even cadlag) L? —martingale with the same finite — dimensional

distributions as M.
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2.3.2 For every t > 0 the following equation holds:

E (nlo(Yiis < ) = 5[V]: + 2(V),.
2.3.3 If M is an L* —martingale, then also
Var (rjo(Yis < 1)
= 2 B+ (§ - ) ) (EX)+ )Y B

— c(p)[YE(Y?])]
holds for every t > 0.

Proof: The proof consists of two parts. First we prove 2.3.1. This is essentially the proof
of Monroe in [7] (theorem 2). For this reason we refer for some steps of the proof to [7]. In

the second part then we prove 2.3.2 and 2.3.3.

(1) Let C'(R,) denote the space of all continuous functions from R into R. It is well known
that C(R.), provided with the topology of compact convergence, is a polish space. By T
we denote the space of all increasing, right continuous functions from R, into R, with the
local L' —topology rel. to the Lebesgue measure. This just means that a sequence (y,,) in T
converges to ¢ € T if and only if lim foc lon(s) — @(s)|ds =0 for all C' > 0. Again, T is a
polish space under this topology. ﬁoé essential property of T is then that for any sequence
(C)n>1 of positive numbers the set {¢ € T'|Vn : p(n) < ¢,} is relatively compact. Now we
put S := C(R,) x T. S is a polish space under the product topology and we denote by %
the Borel field of S.

With the notations of proposition 2.1 we define for every n > 1 a function F), : Q" — S by
F.(w) = (B"(w),7" (w)) for every w € Q"

where 7" is defined by

(W) = ZT:% ()L x ()

27L
k>0
for t > 0 and w € Q™. It is easy to prove that every F,, is measurable.

Now we consider the sequence (Q,,) of probability measures on S given by @,, = F,,(P"), and
we show that (Q,,) is uniformly tight. For this it is sufficient to show that the two sequences
(m1(Qr)) and (m2(Qy)) of the projections onto C(R, ) and 7" resp. are both uniformly tight.
Now (7m1(Qy)) is trivially uniformly tight as a constant sequence. For every n the measure
m1(Qn) is the Wiener measure on C'(R; ). The uniform tightness of (m2(Q,)) is also easy to

prove:
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For every € > 0 and every k € N there exists a positive number dj such that EM? < o7 * di.

We put Cy := {p € T|p(k) < di}. Then C. = [ Cy is a relatively compact subset of T.
k>1
We get

€
< — [ dP" = — Bn dP” = EM
/ / dp F T2
and it follows that mo(Q,)(CS) < €, hence (m2(Q,)) is unlformly tight.

Since (@) is a uniformly tight sequence, it has an accumulation point @, and w.l.o.g. we

assume that the whole sequence (@Q),,) converges weakly to Q).

On the probability space (S, %, Q)) we now define
Bi(w) = f(t) and n(w) = o(t)
forw=(f,¢) €S.

With its natural filtration, (B;) is clearly a Brownian motion on S, but for this filtration the
family (73) is in general not a family of stopping times. We put

G =0 (0(Bs;s <t)U{[r <u]jr e Ry, u<t}).

Then it is proved in [7] (not very clear but correct, whereas the first proof of this fact was
false: the boundary of a set of the form [ry < u| is different from that stated in [0]) that

(Bt, Gi)i>o is still a Brownian motion such that now every 7; is a (G;) —stopping time.

For the proof that M and Y have the same finite —dimensional distributions we repeat the
essential arguments of Monroe in [7], since our situation is a little bit different. Since M and

Y are right continuous, it is sufficient to prove
(Yo, o, Y )Q) = (My,, ..., M, )(P) (2.3.4)

for s1 < --- < s, with s; € D for ¢« = 1,... ,m. There exists an ng such that s; € Do)
for i = 1,...,m and it follows that for all Borel sets B; C R (i = 1,...,m) we have the
equality

P[My, € By,... , M, € B, =Q.{(f,¢) € S|f(p(si) € B;fori=1,... ,m},

if n > ng. For every i = 1,... ,m we take a compact subset K; of R and a larger compact

set L; C R such that K; C L; and define the following subsets of S:

T ={(f,p) € S|f(e(s;) € K; fori=1,... ,m}, (2.3.5)
Uy ={(f,p) € S|f(e(s;) € Ly fori=1,... ,m},

and for every 6 with 0 < 9 < 1,

Us ={(f,¢) € S|f(p(s)) € L; fors; <s<s;+0d,i=1,... ,m}.
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Then every [y is a closed subset of S, and the right continuity of the elements of S implies

I', C %JF(; c Ty, and (2.3.6)

I'ss C T's for 6 < 5.
We obtain from (2.3.6)

Q(Ty) > Q(T's) > lim Q,,(Ts)

_ k
= lim P" {M”LELiforsi§2—n<si—l—5, izl,...,m]

_ k
:hmP[M;LELiforsigz—n<si+5, izl,...,m}

= P[M, € L; for s; < s<s;+6, i=1,...,ml].
For 6 | 0 we get

Q(Fl) > P[]\4SZ S f(z for i = 1,...m],
and this implies (for L; | K;, i=1,...,m)

Qo) > P[M,, € K, for i=1,...m].

Now is not difficult to extend this inequality to arbitrary Borel sets B; CR (i =1,... ,m),
and since ) and P as probability measures have the same total mass, it follows that (2.3.4)
holds.

(2) Now we start with the proof of 2.3.2. We have to prove that for every A € o(Yy;s <)

the equation

/TtdQ = / G[Y]t + §<Y>t> dQ (2.3.7)

holds. We know that for every n > 1 the equation (2.1.2) holds and that lim @, = @
weakly. The main problem however is that the function 7(w) — 7(w) from T into R, (and
hence also the function (B(w), 7(w) — By (w) = Yi(w) from S into R) is not a continuous

function. For this reason we define for every A > 0 the function

wt,h T =Ry
2h
by Yin(p) = % [ o(t + s)ds. Then 4, is a continuous, non-negative function from 7" into
h

R and hlim Yen(p) = p(t) by the right-continuity of .
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Now we define the following four measures on the o—algebra o(Y;;s < t). For every A €
o(Ys; s < t) we put

1y(A) = / 2d0Q, v(A) = / (%[Y]t—k%(}Qt) 40, and (2.3.8)

A
fep(A) = A/ e n(T)dQ, vip(A) =h! 7 A/ (%[Y]HS + %(Y)HS) dQds.

Then by right — continuity,

;}L%out’h(A) = u(A) and lim vy (A) = 14(A)

n—oo

for every A € o(Ys;s <t). Hence for the proof of (2.3.7) it is sufficient to prove
pen = vy, for every h > 0. (2.3.9)

We observe that 5, and v, have the same total mass. This follows from

[rda= [Brao= [viaq (=0

For the proof of (2.3.9) we will show that for every finite sequence (s;)1<i<m in D with
$1 < ... < sy < tand every finite sequence (B;)i<i<m of Borel subsets of R the following

inequality holds:

2h
1 2

/ Yen(1)dQ < B // (—[Y]t+s + _<Y>t+s> dQds .
[Yo1€B1,... Yor €Bm]° / [Ye1 €B1, Yo €Bim] 3 3

(2.3.10)

The equality of the total mass of p;, and v, then implies that (2.3.9) holds.

For the proof of (2.3.10) we will make use of following property of weak convergence.

Lemma 2.3.11 Suppose that X is a polish space and that (j,) is a sequence of probability
measures converging weakly towards p. Then for every open subset G of X and every non —
negative, continuous function f: X — R with [ fdu < oo the inequality

/ﬂMﬂ@/NMhma
G G

Proof: Let g : X — R, be a bounded, continuous function and let v, = gu, and v = gu
be the measures with density g relative to u, and p resp. Then it is immediate that v, — v

weakly for n — oo. It follows that

V(G)—/gduéﬁ_mvn(G)—Hﬂ/gdun.
G G
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Hence we have for g = f A m,

o nmydn <t [ (7 5m)dus <tim | F

and the assertion of the lemma follows.

Now we start with the proof of (2.3.10). The essential argument in the proof of (2.3.10) and
also in the proof of (2.3.12) below will be the following observation. Since M and Y are two
right continuous martingales with the same finite dimensional distributions, it follows that

the random variables

on ) have the same distributions as the random variables

on (5,3, Q). Hence also the random variables (M),, [E(M*|.)]; etc. have the same distribu-
tions as the random variables (Y),;, [E(Y*].)]; etc..

Let Ty, I'1 , T's (0 < § < 1) be the sets defined in (2.3.5), and suppose in addition that
t € D. Since 1) is non—negative and continuous, and since I'§ is open, we obtain from
lemma 2.3.11 for § < h,
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Yen(7)dQ < lHm [ 4y p(7) dQn
s I's
1 2h
:h_m_/ /(1[BTSELi(si<s<si+5, i:l,...,m)}CTt-i-r) dQn dr

2h
— E / / 1[Mn€L (si<s<s8;+6,8€ D™ i=1,... m)]cTt-i-r dP" dr

1 [2h
E/ / ]-[M”EL (si<s<s;+0d,s€ D" i=1,... ,m)|¢
9 k(r)—1 9
( Z (M]H >+—ZE((M?H—M@) |M”1,...,M’§)>dP”dr
‘ 3 4 - L am 27 am
]:

(by (2.3.2), where % <tir< k(r)n+ 1)

2h
1 2
_—/ /1[M_9€Li(si§s<si+§,s€D,i1,...,m)]c <§[M]t+7' + —<M>t+r> dPdr

3
/Qh/lrts (— t+r T+ §< >t+r> dQ dr.

Hence we proved

pt,h(Tg) < v p(I5), which implies

and for LZ- ! Ki(z =1,...,m)
pn(15) < v n(I7G)-
By the same argument as in the proof (2.3.4) this finally implies (2.3.10) and hence (2.3.9).

For the proof of 2.3.3 we use that we already know 2.3.2. Hence we have to prove

E (77|o(Ys; s < 1))
_ (%[Y]HL §<y>t> (2.3.12)
# (Bt eDVERL) Q- e

for every t > 0.
For the proof of (2.3.12) we proceed similarly as in the proof of (2.3.2). Let G(Y,t) denote
the right hand side of (2.3.12), and let ¢; : T'— R be the continuous function defined by

2h
1
oin(T) = 7 /Tfﬂds. (2.3.13)
h
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Let pug, vt, fe py Ve, now denote the four measures on o(Ys; s < t) defined by

() = [ 72dq.

w(A) = [ GY,0dQ.

pen(A) = | pun(7)dQ, and

D>\D>\J>

2h
%Wm—%//ew¢+mw@
h A

for A€ o(Ys;s <t).

E. Dettweiler

(2.3.14)

Again, by right continuity, p:n(A) — w(A) and v p(A) — vi(A) for h — 0, and it is

sufficient for the proof of (2.3.12) to prove

He.n = Vi n

for every h > 0.

(2.3.15)

The main problem now is to prove that s, 5 and v, have the same total mass. For the proof

of this fact it is sufficient to prove

/@w:/emgm

for every s > 0. It is easy to see that

lim [ G(Y,s)dQ, = /G(Y,s)d@

n—oo

and from (2.1.3) we have

[ 7240, = [ cwia,

for every n > 1. Hence it is sufficient to prove

lim [ 72dQ, = /TEdQ.

n—oo

Proof of (2.3.17):  We use the relation

1
/ 240 = 2 / B2 rdQ — / B d0

(2.3.16)

(2.3.17)

(2.3.18)
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(cf: e. g. [3], p- 128) and suppose w. L. o. g. that s € D.

Define
(1 k(s)—1 ,
R, :/MS 5| 1 - ; (1\42i _ M2_>
5 k(s)—1 ,
500 - X E((M%—M%J \M_M_) dP

J=0

(with s = % for sufficiently large n).

Then we obtain from (2.3.18) together with (2.1.2)

/decz = 2/Y3 (%ms + §<Y>s) dQ — %/Y?d@

= 2/M§ (%[M]s + §<M>s) dP — %/MfdP

k(s)—1

1 2 9 1
_ 2| = L ) - _ = 4
_2/MS 3 ;:0: (Mi M_) + (M), | dP 3/MSdP+2Rn
— [ 7dQu + 2R,

and (2.3.17) follows from lim R,, = 0.

n—oo

Now the proof of (2.3.15) is done essentially in the same way as the proof of (2.3.9), using
lemma 2.3.11 and the sets I'g,I';, I's defined in (2.3.5). This finishes the proof of theorem
2.3.

3 Evaluation of the constants

Suppose that M = (M;, F;) is a continuous, bounded martingale, which is embedded into a
Brownian motion B = (B, G;) by the theorem of Dubins and Schwartz, i.e. M; = B,, a.s.
for the family (7;) of stopping times given by 7, = [M];. It is well known that for every 6
the process Z¢ defined by

1
7! = exp (QBt — 59215)
is a martingale. Since M is assumed to be bounded, it follows that also
0 0 1 2 1 9
}/; :ZTt:eXp QB’Tt_§€ Tt :exp eMt_§9 Tt

is a martingale for every 6.
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Now let t > 0 be fixed and let H be a o—algebra for which M, (but not necessarily ;) is

measurable. It follows that E[Y,’|H] has the obvious series expansion
0 oM " 6%
2 = -3 () e

It follows (cf. [9]) that for small # the function
L) :=mE[Y/|H] (¢ fixed) (3.1.1)

has a series expansion given by

L(0) = o0, + 3 6% (-%) %cumk(TAH) , (3.1.2)

k>1

where cum ,(7;|H) denotes the kth conditional cumulant of 7. For & = 1 or 2 resp. we
have cum(r|H) = E(r|H) and cumo(m|H) = Var(r|H). Moreover, since (Y?);>o is a

martingale, we have that
Eexp(L(0)) =1 (3.1.3)

i.e. L(#) is a likelihood function. This implies that L(6) satisfies the so—called Bartlett
identities, which are a trivial consequence of the Taylor expansion of Eexp(L(6)) at 0. For

our purposes we only need the first five Bartlett identities.

3.2 Bartlett identities Let L!, L', L' L'V LV denote the first five derivatives of L
at @ = 0. Then the following equations hold:

EL' =0, (3.2.1)
E(L" 4+ (L")?) =0, (3.2.2)
E(LIII—I—?)L]I L]+(LI)3):O, ( )
E(L"Y +4L™ LT+ 3(L7)?* + 6L (L")? + (L")*) =0, and (3.2.4)
E(LY +5L7 - LT+ 100 . L7 10 (L) 4+ 15(L)? LY + 10L (L) + (L7)®) = 0.

cn(p):%, om(p):;
&@Z%,@@Z%,
Ba(B) = 5 —clo), Bilo) =), Bolp) = —clp),

where only c(p) depends on p.
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Proof: With the notations of §1 we know from proposition 1.3 that the constants in (1.3.1)
and (1.3.2) only depend on the special embedding of theorem 1.1 and not on the embedded X.
Hence we may assume that X is bounded, which implies that the martingale (M;(X))o<¢<1 is
bounded. For L(0) = InE(Z¢ |X) with 7 = [M(X)]; we have therefore the series expansion

L(0) = M (X) + ) 6% (—%) %CHIH;C(Tl‘X)

k>1

from (3.1.2), and we know that the Bartlett identities 3.2 must hold. Since

L'=M((X)=X, L["=-E(n|X), L'""=0,
LY =3Var(n|X), LY =0,

the first five Bartlett identities are now

(1) EX =0,

(2) EX? = E(E(r1]X)),

(3) EX® = 3E(E(n|X) - X),

(4) 3E(Var(m|X)) + 3E(E(1|X))? — 6E(E(r; | X) - X?) + EX* =0, and

(5) 15E(Var(m]|X) - X) + 15E((E(1] X))? - X) — 10E(E(7,]|X) - X3) + EX® = 0.

Substituting E(7|X) = a1(p)X? + az(p)EX? into (3) yields EX?® = 3a;(p)EX?, which

1
37

we get as(p) = 3.
Substitution of

implies a;(p) = z, since X is arbitrary (beside the assumption of boundedness). From (2)

Var(r|X) = Bi(p)X* + Ba(p)EX* + Bs(p)(EX?)? + Bu(p) X*EX? + B5(p) XEX? (%)

into (4) yields

(3.0 + o) — 3 ) EX*+ (350000 + 5400 - 3 ) ®X =0,
which gives
51(p) + Galp) = 5 and Gup) + fa(p) = 5. ()

Substitution of (x) into (5) yields

(1561 — 3 ) EX°+ 15 + 5 EX° - BX? =0,
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which gives
2
Bilp) = 5 and F5(p) = —Lu(p). (7)
With ¢(p) := B4(p) we obtain from (6) and (7) that

8 4

5 ) =5 =), B) =cp). Bp) = —cp).

B (p) = 9

So it remains to compute the constant ¢(p). For this we need some moments of the random
variables involved in the Skorohod imbedding (see (1.1.1) and(1.3.2)).
In [10] Skorohod derived the Laplace transform of the exit time 7 from an interval [a,b]

containing 0 of a Brownian motion B starting at 0. He obtained

_tr sinh bv/2t — sinh av/2t

Ee
sinh(b — a)v/2t
This gives
Er2= 4 Ee™"") | = Lab@® — 3ab 17
T_dtQ(e =0 = 3a(a ab + b).

The well-know equation (cf. e.g. [3], p. 128)

6E(B?-7) = EB? + 3Er?

then also gives a formula for E(B2 - 7). From this we derive immediately for the exit times
or(k > 0) of [—p,1 — p| the corresponding moments, which are listed in the proposition

below.

Proposition 3.4 With the notations of §1 we have the following moment relations
2
Eow =E (B ) =E& =q:=p(1 —p), (3.4.1)

1
Eop = Sla+ 7),

2
Eowéy =Koy (BE) =<0 — %),
E¢ = (1-2¢),E¢; = (1 —3q), (3.4.2)
EXZ ., =EYZ, = (1-2¢)"EX?,
EXS . = (1-3¢)"EX?, and

ék =q.-

Wl

Now we can compute the constant ¢(p).
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Proposition 3.5 For every p with 0 < p < 1 we have

_165-3¢
455 —6q¢°

c(p)

Proof: We have already remarked that the constants of proposition 3.3 only depend on
the Skorohod embedding, i.e. on moments of random variables connected with the sequence
(L*);>0 of stopped Brownian motions introduced in the proof of Theorem 1.1, and not on the
embedded random variable X. One special feature of the Skorohod embedding of theorem

1.1 is the property that
X2—n - Mz—n (X)

can be viewed itself as the Skorohod embedding M;(Xo-»).

Hence we have also for

o = [M(X)n = 3 (X0 — Vi) 0

k>n
the relations
1 s 2 2
]E (TQ—n’XQ—n) = §X27n + 5]EX2771 and (351)
Var (ty-n|Xo-n) = 3)(4 + EJEX4 + i c(p) ) (EX3-.)?
2tz 457277 T4 T\ 9 2

+c(p) X2 EXZ ., + (—c(p) Xy nEX; ..
We use (3.5.1) to compute ¢(p). We have
T| = To-1 + AO with AD = (X - %)20'0,

and we obtain

1 2 2
Var (| X) = E((Ay + 1-1)%| X) — (§X2 N gxw)

= E(45]X)
4 2B (Agry-1|X)
3.5.2
+E [var(rw\xg”,xg?’,X)|X} (8:52)

VE [E(7271|X(§1), X, X)|X}

1 2 2
—(=x?2+ZEX?) .
(5 3ex)
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The coefficicent of XEX? in the equation (3.5.1) for n = 0 is just (—c(p)). We now compute
the coefficient of XEX? on the right hand side of (3.5.2), which gives the equation for ¢(p).
E(AJ|X) = E((X - Yp) o5 |X) (1)
=E(-4XY 02| X) + Ry
4
— 4XEX’Eo? + R, = {—g(q + q2)} XEX? + R,
by (3.4.1), where Ry (and in the following R;(i > 2)) contains the remaining terms (with
X1 EX?Y (EX?)?, X2EX? as factors).
E(Agmo-1]X) (2)
—E {(X —Y5)’00 Y (ZaX 4V, — Yz_n)Qan\X}
n>1

(cf. 1.3)

= Bl + BQ + RQ, with

B, = —2E {XYDJO Z(Vn — an)Qan]X} and

n>1
B, = 2F {YO%O > Z,X(V, - YQ_n)an|X} .
n>1
We get with the aid 1.3 and 3.4
B = —2XEX*) "E(00Z;. 400

n>1

= —2XEX* > " qE((00&0)¢F - Ciy)

n>1

— _9XEX3 {q G(q - q2)) > - 3q)”_1}

n>1

- {—2<q—q2>}XEX3,

9
By = 2XEX® > "E(0,00ZnZn,0)
n>1
= 2XEX?q Z E(00(£0¢0)Ct ---Coy)
n>1
=2XEX?®-¢*) (1-3¢)""
n>1

= {%f} XEX®.
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So we have

2. 2
E(Ag7o-1]X) = {gcf —gla- q2)} XEX® + Ry,

E[Var (r1] X", X¢7, X)|X] (3)
= E[Var(mp-1|Xo-1)|X]  (because of Xo1 = pX{Y + (1 — p)X{?)

(2
= ]E <—X§1 + C(p>X2271EX2271 — C(p)XQ—l]EX221) ‘X:| + R371

45
(by(3.5.1))

=K 4—25(C0X + &Y0)! + e(p) (G X + Y0 EXZ, — c(p)(CoX + &Yo)EXS 1| X | + Ry,
= %XIEX?’E(COfS) — c(p) XEGEXS ., + Rs (because of EYy = 0)
~ {5 - e —200 -3 | XEX R (w30

E[(E(r | X5, X§?, X))?|1X] (4)

= E[(E(7p-1|X5-1))*|X]

1, 2 s\’
) <§X21 + 5IEXQI) X

1 4
-k [§(§0X + & Yo)t + 5((0)( + &Y0)’EXS 1| X | + Ry
4
- (XEX?) (B0 +
4
— {§q2} XEX? + Ry.

From (1) to (4) we now have the following equation for ¢(p):

—c(p) = —%(q +q°) +2 {g(f - g(q - q2)} + %qQ + gcf —c(p)(1 - 5¢ — 6¢%),
from which we obtain the asserted equation

c(p)(5q — 6¢°) = %q - %cﬁ
Remark 3.6 One can modify the embedding of a right continuous martingale M into a
Brownian motion in theorem 2.3 in the following way. Suppose that the martingale M™
of proposition 2.1 are Skorohod embeddings of (M;),cpw for p,(0 < p, < 1) such that

lim p, =0 (lim p, = 1 would do the same). Then

. 16
A e(pn) = 75
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and assertion 2.3.3 of theorem 2.3 would read

Var (o (Ys; s < t))
_ 2 8
45 45

16
45

Y very2)) - Ly,

EIEZ),+ p

Y4
Yt 35 45

[EY )]+

4 A series expansion for a right continuous martingale

For an application of the foregoing results we will prove a series expansion of second order
for a right continuous martingale. This expansion is based on the following lemma, which is

probably well-known, but in lack of a suitable reference we give a complete proof.

Lemma 4.1 Let (B, F;) = B be a Brownian motion on a probability space (0, F, P), let
further o, be square integrable (F;)—stopping times such that o \V 7 is F,—measurable, and
f R — R a bounded, four times continuously differntiable function with bounded derivatives.

Then the following second order series expansion holds:

Ef(B;) —Ef(Bs)

L o ) (4.1.1)
= SE{1(B) (7 — 0)} = SE{fV (Br)(r — 0)?} + (o, 7),

where the remaider term R(o,T) is estimated by

|R(o,7)| < é]E{p(a, (1 — 0)*} with
plo.7) = sup |f™V(B,) — fV(B:)l.

s€[oAT,oVT]

Proof: The proof is based on a twofold application of the Ito—formula. We have

Ef(B:) —Ef(B,)
= E{lp<o)(f(Br) = f(Bo))} + E{ljrs0 (f(Br) — f(Bs))}
= _E{1[7<U}(f<BUVT) - ( ))} + E{l [T>0] (f(BO'\/T) - f(BU)>}

= —EX 1o /f” ds+/fl Bs>}
B)}

+E{ 1o / fH(B,)ds + / (B

(e

(by the Ito—formula)
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oVT oVT

1 1
— 3B ey [ F1Bds b+ 5B Ny [ 1B

T o

( since [T < o], [T > o] € F, N F,( cf.[12]), and

oVT oVT
E /fI(Bs)st|gT =0,E /fI(BS)dBS|QT =0

t
by Doob’s stopping theorem applied to the martingale ( / fr (BS)dBS)@O)

0

- —%E{lwfff(&)(o VT —T)}+ %E{lwf”(&)(o— VT —0)}+5(0.7)

- %E{f”(BT)(T —0)}+S(o,7), where

oVT

S(o,7) = —%E <o) / (fY(B,) — f(B,))ds

438 Uy [ (£ - £1(B))ds

For S(o,7) we handle both terms on the right hand side separately.

0 B{ten T (B - 1B

T

s s
oVT

1
=EQ lpeo [ 3 / fV(B)dr + / fH(B,)dB, | ds

T T

(from the Ito-formula).

Now it is not difficult to prove the formula

t t

/ijII(BT)dBrdS:t/fIII(Br)dBT—/(TfIII(BT))dBT‘

0 0

t
[Consider the martingale M; = [ f!'!(B,)dB, and apply the Ito-formula with the function

f(t,z) =tz '
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From this formula and the assumption that the stopping time ¢ V 7 is F,—measurable, we

get that

oVT 8
E / / fH(B,)dB,ds|F,

T T
oVT

=E (cr\/T)/fH](BS)dBS— /(sff”(Bs))stm =0.

T

Thus we have obtained that

ovVT

E{ 1, / (F1(B) — [1(B,))ds

oVT 8

1
= §E 1[T<O'] / /flv

() E {um} B - f”(Bmds}

oVT oVT
oVT 1
=ES lpao) [ -3 / fV(B,)dr + / fH(B,)dB, | ds.

t

Now we put N; = fff”I .)dB,ds and obtain as above N; = [(rf!!(B,))dB,, which

0
shows that (IV;) is a martmgale By Doob’s stopping theorem we get

oVT oVT
E / / fH(B,)dB,ds|F,

o s
oVT

—E | [ ("B I7| <0,

g

and hence

ovVT

E T>0’ /(fll( ) - fII(BT))dS

o
oVT oVT

1
:_iE 1[T>o]//fIV(BT)de’I“
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Altogether we have proved

oVT 8

1
S(J,T):—Z]E 1[T<U]//fIV(BT)des

1 oVT oVT
— 7B Lo / / fY(By)drds
We compute further
1 oVT 8
S(o,7) =— ZE {1[7@.] / / fY(B.)dr ds
1 ;\/T‘;‘VT
— ZE {1[T>(,] / / V(B )drds
1 Z\/T Ss
- 4E {1[@] / / (S (By) — 7 (B.))dr ds
1 ;\/T‘;‘\/T
- EE {1[T>O'] / /(fIV<BT) - fIV(BT))dT ds
1 v 2
== gE{l[TQﬂf (BT)(U VT — T) }
1
— gE{l[TM}fIV(BT)(U VT —0)}+ R(o,7)
1
=~ SE{V(B) (T~ o)’} + R(o,7),
where
1 oVT s
Riovr) == 1Bt [ (B = 7 (Bo))ar s
1 ;VT;VT
_ ZE Lrso] / / (f'V(B,) — fV(B,)drds

With p(o, 1) as defined in the lemma, we obviously get the asserted inequality
1 2
R(Ua T) < gE{p(U, T) (T - U) }

and the lemma is proved.
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Now let M = (M;, F)i>o be a right continuous L*-martingale on the probability space
(Q,F, P), and suppose that M is embedded into a Brownian motion B = (B, G¢)i>0 on
(5,2, Q) in the sense of theorem 2.3.

Then for any s > 0,¢ > 0 the stopping time 7; V s is G,,-measurable, and an application of

the lemma gives the series expansion (cf. theorem 2.3)

Ef(M) —Ef(Bs)
= Ef(BTt) - Ef(Bs)

= JELF(BL)(7 — 9)) — (B (BL)(m — ) + Ris,m)
_ %E{Eﬂ[f”(Yt)(Tt —8)|o(Yess < )]}

_ éE{E[fIV(Yt)(Tt — 5)20(Yss < ]} + R(s,7)
= %E{f”(Yt)]E[Tt —slo(Ys;s < ]}

~ B (VR[5 (Y5 < )]} + R(s.m)

1

— e { s [ 2w

- éE{fIV(E)[VW(TtIU(K; s <)+ (E(nlo(Yas <t)) = s)"]} + R(s, 7).

Since the processes M and Y have the same finite-dimensional distributions, we have ob-

tained the following result:

Theorem 4.2 Let M be a right continuous L*-martingale embedded into a Brownian
motion B in the sense of theorem 2.3.
Then for any t > 0,s > 0, and any bounded four times continuously differentiable function

f R — R with bounded derivatives the following series expansion holds:

— e {mom [+ 2on, ||

8

- <E {f’V(MO [(%{Mﬂt + B0+ (- ) (B0

1 2

+ c(p)[MPE(M?].)], —C(p)[ME<M3|-)]t> + (E[M]t + §<M>t — S)

} + R(s, 7).
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HOLGER BOCHE

Stabilitidtsverhalten der kausalen Variante des
idealen Tiefpasses

ABSTRACT. In this paper the behaviour of the causal variant of the ideal low-pass is
investigated. It is shown that this system is not stable with respect to the energy norm. A
construction of an input signal with finite energy is given in the paper such that the output

signal has an infinite energy. This result solves a problem proposed by Professor Mathis.

1 Einleitung

In der vorliegenden Arbeit wird das Stabilitdtsverhalten der kausalen Variante des idealen
Tiefpasses untersucht. Der ideale Tiefpafl ist ein energetisch stabiles System, d.h., die Ener-
gie des Ausgangssignals des idealen Tiefpasses ist stets kleiner oder gleich der Energie des
Eingangssignals. Es wird in der Arbeit gezeigt, dafl die kausale Variante des idealen Tiefpas-
ses beziiglich der energetischen Norm instabil ist. Es wird ein Eingangssignal mit endlicher
Energie angegeben, so dal der entsprechende Ausgang der kausalen Variante des idealen
Tiefpasses eine unendliche Energie besitzt. Dieses System wird im weiteren mit 7'y bezeich-
net. Natiirlich besitzt die Impulsantwort h, des Systems 7', eine endliche Energie. Es ist
deshalb interessant, dafl bestimmte Ausgangssignale eine unendliche Energie besitzen. Die
Resultate der Arbeit zeigen, daB durch den Ubergang von nicht kausalen energetisch stabilen

Systemen zu ihren kausalen Varianten energetisch instabile Systeme entstehen kénnen.

Im Abschnitt 2 der Arbeit werden die notwendigen Begriffe eingefiihrt. Im Abschnitt 3 wird
das Verhalten des idealen Tiefpasses und seiner kausalen Variante untersucht. Die Arbeit

endet mit einer Diskussion der Resultate.



112 H. Boche

2 Begriffe

Als erstes werden wichtige Signalrdume eingefiihrt. Mit [? wird der Signalraum aller Signale

x bezeichnet, fiir welche die Beziehung

2 = ( > !w(kr)|2> <00 (1)

k=—00

gilt. Die Signale x € [? werden als Signale mit endlicher Energie bezeichnet. Es sei [2 der
Signalraum aller Signale x mit endlicher Energie, fiir welche die Beziehung z(k) = 0 fiir
k <0 gilt.

Weiterhin wird der Signalraum [*° aller beschrinkten Signale eingefiihrt. Fiir ein Signal
x € [*° gilt somit die Beziehung

o] = sup (k)] 2)

Ein Signal x mit endlicher Energie gehort stets zum Signalraum [*°; jedoch gilt im allgemei-

nen die Umkehrung dieser Aussage nicht. Man hat also 12 C [*°.

In der weiteren Arbeit werden zeitdiskrete zeitinvariante lineare Systeme (LTI-Systeme)
untersucht. Ein solches System S heifit energetisch stabil, wenn eine positive Zahl C'; existiert,

so dafl fiir alle Eingangssignale x mit endlicher Energie die Beziehung
[Sz]l2 < Cr - [l (3)

gilt. Die Energie des Ausgangssignals Sz ist somit kleiner oder gleich der Energie des Ein-
gangssignals, multipliziert mit der Konstanten C. Das Input-Output-Verhalten eines ener-
getisch stabilen LTI-Systems S ist stets durch die iibliche Faltungssumme

y(k) = (Sz)(k) = Y h(k = Dz() (4)

l=—o00
gegeben. Hierbei ist h die Impulsantwort des Systems S. Diese Tatsache gilt nicht fiir belie-
bige BIBO-stabile (bounded-input bounded-output) lineare Systeme. Ein solches System ist
im allgemeinen nicht eindeutig durch seine Impulsantwort bestimmt ([1], [2], [3], [13]). Die
Beschrinkung auf energetisch stabile Systeme stellt somit tatséchlich eine Einschriankung

der zuléssigen Systeme dar.

Ein LTI-System S heifit kausal, wenn fiir alle Signale z;, x5 € [?, fiir welche (1) = z5(I) fiir
[ < n gilt, ebenfalls die Beziehung

(S21) (k) = (S22) (k) ()
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fiir k < n erfiillt ist. Ein System der Form (4) mit einer Impulsantwort h € [? ist genau dann

kausal, wenn fiir die Impulsantwort h die Beziechung h(k) = 0 fiir k£ < 0 gilt.

Im weiteren wird der ideale Tiefpafl untersucht. Er besitzt fiir die digitale Signalverarbeitung
eine grofie Bedeutung ([], [5], [11], [12], [L1]). Dazu sei 0 < w, < 7 eine feste Grenzfrequenz.

Die Impulsantwort des idealen Tiefpasses ist durch

sinwgk
wk Y k # 07
he, (k) = (6)
“. k=0,

gegeben. Hierbei ist «/—1 = j. Da w, eine feste Grenzfrequenz ist, kann im weiteren h = hy,,
gesetzt werden. Damit gilt fiir das Input-Output-Verhalten des idealen Tiefpasses T' die
Darstellung

(To) (k)= Y Syl e 1)+ ey (7)

ml s
l=—00;l#0

Der Frequenzgang H des idealen Tiefpasses ist durch

1 ) |Q| < wg )
HEN) =49 L |0 =w,, (8)
0, w,<|Q <7,
gegeben ([0], [7]). Aufgrund der Darstellung (8) kann der ideale Tiefpafl T kein kausales Sy-

stem sein. Aus (8) kann ebenfalls sofort auf das energetische Verhalten des idealen Tiefpasses

T geschlossen werden. Es gilt fiir alle Signale z € [?

o0

> k)PP = /IY (e/)[? dQ = —/|H (Y2 - | X ()2 dQ2

= /\X (e7) |2dQ<—/|XeJQ )|? d

Wy

=S WP, (9)

k=—o00

d.h.; es gilt

[yll2 < llz - (10)

Bei der Abschitzung (10) wurden die Parsevalsche Gleichung und die Beziehung

Y (el?) = H(e?) - X (el?) (11)
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genutzt. Die Gleichung (11) gilt fiir fast alle Q € [—m, 7). Aufgrund der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung fiir den Raum L?[—7,7) gehort die Funktion Y zum Raum
L?*[—m, 7). Fiir N € N werden die Funktionen

N

Xy (') = Z x(k)e Ik

k=—N

eingefiihrt. Man hat limy_. || X — Xx/||z2[_r » = 0. Weiterhin ist mit

yn(k) = > h(k—Day(l) (12)

l=—00

ebenfalls fiir alle &k € Z
Jim (k) = y(F) (13

Aufgrund der Beziehung [|yn|la < ||k|l2 - [|zn|[1 erhélt man nach einer einfachen Rechnung

fiir fast alle Q € [—m,7) die Beziehung Yy(e/?) = H(e/?) - Xn(€’). Damit ergibt sich fiir
die durch die Gleichung (11) definierte Funktion Y

1 . T ‘ ,
1 / V() - Ya(@?)]d2 = — / H(E?)] - [X (%) = Xy ()] d2
o 2
< HHHLZ[—ﬂ,W) : HX - XNHLQ[—TrJr) > (14)
also
]\}EI})OHY_YN”LW—WJF) =0. (15)

Somit gilt fiir die durch die Gleichung (11) definierte Funktion Y

™

/Y(ejQ)eij s ,

—T

1

" or

y(k)

womit sich der gewiinschte Zusammenhang ergibt.

Die Energie des Ausgangssignals y des idealen Tiefpasses ist somit stets kleiner oder gleich

der Energie des Eingangssignals x.

Im weiteren wird die kausale Variante T des idealen Tiefpasses T' untersucht. Dieses System
T, ist dadurch definiert, dafl seine Impulsantwort i unter allen kausalen Systemen der Form
(4) beziiglich der energetischen Norm am dichtesten an der Impulsantwort h des idealen

Tiefpasses liegt. Die Impulsantwort h, ergibt sich damit aus
hk), k>0,
ho (k) = (16)
0, k<O0O.
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Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus der folgenden einfachen Rechnung. Hierbei sei

g # hy ein beliebiges Signal aus dem Signalraum /3. Es gilt

> Ink) —g(k)P = i B(R)[P + ) [h(k) —

k=—o00 k=—o00
= > |Ak) = by ()P + Y |h(k) -
> S k) — b ()P (17)

Damit stellt das System Ty beziiglich der Approximierbarkeit der Impulsantwort h in der
energetischen Norm das optimale System dar. Die Impulsantwort A ergibt sich aufgrund
der Darstellung (16) aus h, (k) = h(k) - s(k), wobei mit s die Sprungfunktion

1, >0,
s(k) = (18)
0, k<0,
bezeichnet wird. Das System 7T’y wird somit aufgrund einer sehr einfachen Konstruktion aus
dem idealen Tiefpafl gewonnen. Als néchstes soll gezeigt werden, dafl das System T, ein
vollig anderes Stabilitdtsverhalten besitzt als der ideale Tiefpafl T'. Es wird gezeigt, dafl das
System Ty nicht energetisch stabil ist. Dies ist der Inhalt des folgenden Satzes.

Satz 1 Es existiert ein Signal x, mit endlicher Energie, so daf das Ausgangssignal T\, .

eine unendliche Energie besitzt. FEs gilt also

Tyl = o0 . (19)
Fiir das Fingangssignal x, gilt ebenfalls z.(1) = 0 firl <0, d.h., es gehort zum Signalraum
2.
Der Satz 1 wird im néchsten Abschnitt bewiesen.

Trotzdem das System 7, eine Impulsantwort mit endlicher Energie besitzt, erzeugt das
System 7', fiir das Fingangssignal z, ein Ausgangssignal, welches eine unendliche Energie
besitzt. Die Faltung zweier Signale mit endlicher Energie muf3 somit kein Signal mit endlicher
Energie ergeben. Natiirlich gilt fiir alle Eingangssignale x mit endlicher Energie fiir den
Ausgang y, = Tz des Systems T’y aufgrund der Cauchyschen Ungleichung die Abschétzung

Zsmwglx(k—l) <Z

7l
=1

(<%>2+i<sm%>) (S )1

sin wg

(k)] = -

k=) |+ L)

IA

< laglle - flflz - (20)
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Weiterhin ergibt sich fiir die Energie der Impulsantwort h, aufgrund der Parsevalschen

Gleichung
S I < 5 [ 1HE)R a0 =2 @1
— 21 T’

womit man

9] <\ 2 el (22)

erhélt. Der Spitzenwert des Ausgangs y, des Systems T, ist somit stets kleiner oder gleich
der Energie des Eingangssignals, multipliziert mit ,/‘jr—g. Somit ist fiir alle Zahlen N die

Energiekonzentration

2

En(y) = ( > |y+(l)|2) (23)

stets endlich. Der Satz 1 besagt nun, daf speziell fiir das Ausgangssignal T', z, die Beziehung
N 3
. 2 o
Jim <ZZN (T4, ) (1)) > =00 (24)

gilt, d.h., die Energiekonzentration wéchst in Abhéngigkeit von N unbegrenzt an, womit das

Signal T, z, keine endliche Energie besitzen kann.

Fiir ein System S mit einer absolut summierbaren Impulsantwort h kann das in diesem

Abschnitt geschilderte Verhalten nicht auftreten. Hier hat man stets
[Szllz < ([l - [lz]l2,

womit ebenfalls die kausale Variante eines solchen Systems energetisch stabil ist.

Die Abschitzung (9) kann auf ein beliebiges LTI-System ausgedehnt werden, dessen Fre-

quenzgang H zum Raum L*°[—m, ) gehort. Man erhilt hier
15z]ly < |[H || ooj—mm) - [[2]]2-

Es ist damit klar, dafl der Frequenzgang der kausalen Variante des idealen Tiefpasses nicht

zum Raum L*°[—7,7) gehort.
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3 Konstruktion des Signals z,

Im weiteren wird das System

(U2)(k) = (L) (k) — La(k) = 3 Tt 1) (25)

T 7l
=1

betrachtet. Damit gilt fiir alle Signale x € [? die Beziehung

( > (Th) (k) - <Uw><k>|2> <2 ( > |:c<l>|2) - (26)

[=—0 l=—0

Als néchstes wird das Signal z, € li konstruiert, so dafl

Nlig;O(ZI(Uﬂf*)(l)V) =00 (27)

=0

_~<§mww>+<gﬂﬂmm@

N 2
w
7Tg 242 + <Z| T.x.)( ) (28)

=0

gilt. Da mit (26) ebenfalls

(ZI(Ux*)(l)2

=0

N——
[ NI
(VAN
5 | &

A
|

gilt, hat man mit (27)

=00, (29)

f:

g B
-~
=

~

3
N~ —
[N}

d.h., das Ausgangssignal T',x, besitzt keine endliche Energie, womit der Satz 1 bewiesen
wire. Es verbleibt also nur noch, das Signal x, so zu konstruieren, dafl die Beziehung (27)
erfiillt ist.

Im weiteren sei n(m) = 2™ 4 1. Es wird das Signal z,, mit

9 0< < n(m),

\/n(m)
Tm(l) = (30)
0, [ ¢10,n(m)],
betrachtet. Es gilt fiir alle Zeitpunkte k € [1,n(m)]
1 sinw,l elwak sinw,l .
Uilfm k — g e]wg(k’—l) — g e—]wgl
(U ) (k) Z p o) ; o

engk k 1 k 6—2Jwgl
- = (TR o)

237? n(m =1 =1
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Damit erhalt man

1 Pl e
s (B 1S T) @

wobei mit $z der Realteil einer komplexen Zahl z bezeichnet wird. Die rechte Seite von (32)

wird weiter untersucht. Dabei wird als erstes das erste Glied auf der rechten Seite von (32)
betrachtet. Es ist fir [ <7 <[ +1

1 1
- —d
l>/7' T, (33)

also

I+1 k41

Shoy Lo [Lircwan. )

=1 =1 1

o~ =

Damit erhédlt man die Abschétzung

R (je o (Um)(k) ) > (k1) - ‘ >

— 2my/n(m) 2my/n(m) = 1

Der zweite Ausdruck auf der rechten Seite von (35) wird als néchstes untersucht. Es soll

(35)

gezeigt werden, daf fiir alle Zahlen k die Abschétzung

ko —2jw,l
‘ Yo © < ! (36)
[ sin w
=1 g
gilt. Dazu wird die Hilfsfunktion
k .
>y 1 — efQJwg(kJrl)
(k) =) el = ——— (37)
1=0
eingefiithrt. Weiterhin ist ¢(0) = 1. Es gilt damit
ko ojwgl k k k
e Ml o) —o(l—1) o) o(l—1)
Z l - Z l - Z ] Z l
=1 =1 =1 1=1
B k @ ) k+1 (1)
l -1
=1 1=2

o0 - ALY o) (- 12) (38)
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Damit erhalt man

k —2jwgl |¢ k
e +1)]
< |o(1 39
> <l + Zw» - (30)
Nun ist aber
1 — e~ 2iwa(nt)| 9
|¢(n>| |1 — 6_2ng’ = |1 _6_2ng|
2 1
= — — = — : (40)
lefws — e=iws|  sinw,
Mit (40) erhélt man fiir das letzte Glied der rechten Seite die Abschétzung von (39)
k k k
1 1 1
Dl - < :
12:2:|¢(>| (-1 - sinwg Z I(1-1) smwg —
=1
= = : (41)
sin w, 21 2 4. sinw, Wy
Damit muf
—2jwgl ) 2
<= UM (42)
— l sinw, 4sinw, sinw,
sein. Mit (42) erhélt man fiir den Ausdruck (35)
. 1 1 1
R (je 7 * (Uy,)(k —In(k+1 : 43
(e ) 2 s (om0 ) - ) (43)
Gilt nun fiir den Zeitpunkt k& die Beziehung /n(m) < k < n(m), so erhélt man
R (je T Uan) (k) > e (o /rm) — —— ) . (44)
~ /n(m) \27 sinw,
Weiterhin existiert eine natiirliche Zahl mg derart, dafl fiir alle Zahlen m > my stets die
Beziehung
1 I In2 1 1
—1 _ 4 o > = 4
2m ny/n(m) sin wg 27T sin wg 10m

erfiillt ist. Damit erhélt man fiir alle Zahlen m > my die Abschétzung

. 1
R (je " Uzp)(k)) > ———m" . (45)
104/n(m)
Es wird nun fiir das Signal z, der Ansatz
= 1
)= 3 ) (46)
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gewiahlt. Fiir die Energie des Signals z, ergibt sich mit der Dreiecksungleichung

[ zll2 < Z Nzl < Z — = (47)

mmo

Es wird als néchstes das Signal y, = Ux, untersucht. Es gilt fiir alle Zeitpunkte &

koo
sin w,l
Uzx,)(k) = & x (k-1
Ua) = I -
N smwg
= Zm2 Tk —1) . (48)
m=mgo =1
Da fiir alle Zahlen n € N die Beziehung
"1 "1
(k) = > —5-amk =D < o= ) 5 T
m=mgo m=mo
=~ 1 1
< < Z
< =< (49)
m=n-+1
gilt, konvergiert die endliche Reihe 77— L, (k — 1) gleichmiBig gegen das Signal z..

Somit war die Vertauschung der Summationsreihenfolge in (48) zuldssig. Aus (48) ergibt

sich

R(je o H(Uwm)(K)) - (50)

3‘»—

R(je Ik (U :i

Es sei nun k£ > n(my) ein beliebiger Zeitpunkt und m > my eine beliebige natiirliche Zahl.
Es konnen die beiden Fille k& < n(m) bzw. k > n(m) eintreten. Fiir den ersten Fall hat man

, 1 1
je~Iwak k) > —In(k+1) —
Re U 0) > s (1) =
1 1 1
e (VA - ) 0. 6
n(m) \2m sin w,
Fiir den zweiten Fall ergibt sich
n(m)

v

Rije ot Ua)() > R [>T 7 -

1 1 1
R (—lnn(m) — ) > 0. (52)
Somit ist fiir alle Zahlen M > my stets

R(je M (U.)(k)) > #%(jengk(UxM)(k)) : (53)
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Betrachtet man nun speziell die Zeitpunkte k aus dem Zeitintervall /n(M) < k < n(M),
so ergibt das

1 M*

T2 10 /n(aD)

R(je MU, )(k)) (54)

Nun ist ebenfalls

Sz E®E = 3 e ) w)P 2 3[R k)|

k=0

v
=3
oumnN
<.
)
o<
§
-
3
8
*
S~—
=z
N

M* 1 M*
_ ﬁ'<1_ n(M)>>%' (55)

Somit gilt fiir alle natiirlichen Zahlen M > m stets

M2
[Uz.|2 > 755 (56)

womit
U]z = oo (57)

gelten mufl. Damit wurde der Satz 1 vollstindig bewiesen.

4 Abschlielende Bemerkungen

In der Arbeit wurde gezeigt, dafl die kausale Variante T, des idealen Tiefpasses ein energe-
tisch instabiles System ist. Es wurde ein Eingangssignal x, mit endlicher Energie angegeben,
so dafl das Ausgangssignal T', z, eine unendliche Energie besitzt. Nun hat die Impulsantwort
h. ebenfalls eine endliche Energie. Da sich das Ausgangssignal T',x, aus der Faltung der
Impulsantwort A, mit dem Eingangssignal x, ergibt, zeigen die Resultate der Arbeit, dafl die
Faltung von Signalen mit endlicher Energie nicht unbedingt ein Signal mit endlicher Energie
ergibt.
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Es ist {iberraschend, daf3 bereits das System 77 energetisch instabil ist. Es wurde sehr einfach
aus dem idealen Tiefpafl konstruiert. Die Resultate der Arbeit zeigen also, daf§ mit Hilfe sehr
einfacher Operationen im Zeitbereich aus einem energetisch stabilen System ein energetisch
instabiles System erzeugt werden kann. Die Resultate der Arbeit bestétigen die von Professor
Mathis geduflerte Vermutung, dafl die Faltung zweier Signale mit endlicher Energie nicht
unbedingt ein Signal mit endlicher Energie liefert ([3], [9]). Der Signalraum [? der Signale mit
endlicher Energie bildet somit keine Faltungsalgebra. Damit kann fiir diesen Signalraum keine
Systemtheorie im Sinne von Kiipfmiiller aufgebaut werden. Fiir eine ausfiihrliche Diskussion
iiber die Konsequenzen der in dieser Arbeit dargestellten Resultate sei auf die von Professor
Mathis gehaltene Akademievorlesung [10] vor der Rheinisch-Westphilischen Akademie der

Wissenschaften verwiesen .

Danksagung: Der Verfasser dankt Herrn Professor Mathis fiir die interessante Problemstel-

lung und fiir die vielen Diskussionen und Hinweise zu dieser Arbeit.
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