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GERHARD PREUSS

Hyperrdume — von den Ideen Hausdorff’s bis in die
Gegenwart

Herrn Professor Harry Poppe anlaflich seines 70. Geburtstages gewidmet

Ist X ein Raum (z.B. ein metrischer Raum, ein topologischer Raum, ein uniformer Raum oder
ein semiuniformer Konvergenzraum), so ist ein Hyperraum von X (Bezeichnung: H (X))
ein Raum, dessen Punkte geeignete Teilmengen von X sind und in den X eingebettet werden
kann (evtl. unter zusétzlichen Bedingungen). Man sagt, dafl die Einbettung von X in H(X)
irgend eine Eigenschaft F bewahrt (bzw. reflektiert), wenn H(X) (bzw. X) die Eigenschaft
E besitzt, falls X (bzw. H(X)) die Eigenschaft E besitzt.

Hyperrdume metrischer Rdume sind erstmals 1914 von F. Hausdorff [6, S. 290ff] betrachtet
worden:

Ist (X, d) ein metrischer Raum, so wird auf
F(X)={FE C X : E nicht-leer, abgeschlossen und beschrankt}
eine Metrik dy definiert durch

dy(A, B) = max{supd(a, B),supd(b, A)}.

a€A beB

dy heit Hausdorff-Metrik. Sind a, b Elemente von X | so gilt

du({a},{b}) = d(a,b),

d.h. i:(X,d) — (F(X),dg), definiert durch i(x) = {z} fiir alle z € X , ist eine metrische
Einbettung.

Héufig wird fiir die Hausdorff-Metrik folgende dquivalente Formulierung benutzt:
dy(A,B) =1inf{e > 0: A CUy(B,e) und B C Uy(A,¢e)},

wobei Uy(C,6) = {z € X : d(z,c) < fiir irgendein ¢ € C}, falls § > 0 und C C X , d.h.
U (C,0) ist die Vereinigung aller offenen §-Kugeln um c fiir jedes ¢ € C' .
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Der Satz von Hahn (1932) besagt, dafl fir jeden vollstindigen metrischen Raum (X, d)
der Hyperraum (F(X),dy) vollstindig ist (s. [5]).

Bereits 1922 hat L. Vietoris [14] Hyperraume topologischer Rdume studiert: Fiir jeden to-
pologischen Raum (X, X’) bezeichne A(X) die Menge aller nicht-leeren, abgeschlossenen

Teilmengen von X . Dann ist

B={(Ui,...,Uk) : (U)ieqa,...xy endliche Folge offener Teilmengen von (X, X)}

77777

Basis einer Topologie A(X) auf A(X) (d.h. jede in (A(X), A(X)) offene Menge ist Ver-

einigung von Elementen aus B), wobei

(Ury. U = {BeAX): BC U und BOU, £ 0 fir jedes i € {1,..., k}}

i=1

(A(X), A(X)) heifit Vietoris’scher Hyperraum von (X, X). Falls (X, X) T}-Raum ist
(d.h. die einpunktigen Teilmengen von (X, X') sind abgeschlossen), ist

i (X,X) — (A, (X),A(X)), definiert durch i(x) = {z}, eine topologische Einbettung, d.h.
(X, X) ist Unterraum seines Hyperraumes.

Der Zusammenhang zwischen dem Hausdorff’schen und dem Vietoris’schen Ansatz ist gege-

ben durch folgendes

Lemma Sei (X, d) ein metrischer Raum und
K(X)={K C X : K nicht-leer und kompakt} .

Dann stimmt die von der Hausdorff-Metrik auf KK(X) induzierte Topologie mit der Vietoris-

Topologie auf K(X) tberein.

Fiir den Fall, daf§ (X, &) ein 73-Raum ist, hat E. Michael [8] 1951 einige topologische In-
varianten angegeben, die von der Einbettung von (X, X') in den Vietoris’schen Hyperraum
(A(X), A, (X)) bewahrt und reflektiert werden:

1) quasikompakt (bzw. kompakt),
2) lokal kompakt

3) separabel.

Ist (X, d) ein kompakter metrischer Raum, so stimmen F(X), A(X) und K(X) tiberein und
aufgrund obigen Lemmas ist, falls &; die von d induzierte Topologie bezeichnet,
(A(X), A(X,)) ein kompakter topologischer Raum, der durch die Hausdorff-Metrik metri-

siert werden kann.
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Bekanntlich heifit ein lokal zusammenhingendes Kontinuum ein Peano-Raum, wobei ein
Kontinuum wie iiblich ein kompakter, zusammenhéngender metrischer Raum ist.

Unter der Voraussetzung, daB8 X ein Kontinuum ist, haben 1923 L. Vietoris [15] (“<") und
T. Wazewski [16] (“=") gezeigt:

A(X) Peano-Raum < X Peano-Raum

(Der Satz von Hahn/Mazurkiewicz besagt, dafl ein Hausdorff-Raum genau dann ein Peano-
Raum ist, wenn er stetiges Bild des Einheitsintervalls [0, 1] ist.)

Ebenfalls unter der Voraussetzung, dafl X ein Kontinuum ist, haben 1974 D. W. Curtis und
R. M. Schori [4] folgendes tiefliegendes Resultat erzielt (durch Anwendung der Methoden

der unendlich-dimensionalen Topologie):

A(X) ist homdomorph zum Hilbert-Quader genau dann, wenn X

ein Peano-Raum mit mehr als einem Punkt ist.

(Der Hilbert-Quader ist das Produkt von abzdhlbar vielen Kopien des Einheitsintervalls
0,1)).

Uniforme Konzepte, die fiir metrische Rdume einen Sinn ergeben, wie etwa Vollstandigkeit,
kénnen in topologischen Rdumen nicht erklart werden. Deshalb wurden 1937 von A. Weil
[17] uniforme Rdume als Verallgemeinerung metrischer Raume eingefiihrt. 1940 definierte
N. Bourbaki [2, p. 97, ex. 7)] Hyperrdume uniformer Réume wie folgt:

Ist (X, V) ein separierter uniformer Raum (d.h. der zugrundeliegende topologische Raum ist
Hausdorff’sch), bezeichnet A die Menge der nicht-leeren abgeschlossenen Teilmengen von X

und setzt man fiir jedes V €V
HV)={(A,B)e Ax A: ACV[B]und B C V[A]},
so ist {H (V') : V € V} Basis einer Uniformitat H (V) fiir A . Es gilt:
(1) i:(X,V) — (A, H(V)), definiert durch i(z) = {x}, ist eine uniforme Einbettung,
(2) (A, H(V)) ist separiert.

(A, H(V)) heifit der uniforme Hyperraum von (X, V).
Ist (X, V) ein metrisierbarer uniformer Raum (d.h. es gibt eine Metrik auf X | die 0.B.d.A.

als beschrankt angenommen werden kann, so dafl
VeV & Es existiert € > 0 mit {(z,y) € X x X :d(x,y) <e} C V),

so ist (A, H(V)) metrisierbar mit Hilfe der Hausdorff-Metrik dy. Falls (X,V) auflerdem
vollsténdig ist, ist aufgrund des Satzes von Hahn auch (A, H(V)) vollstindig, allerdings:
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(A, H(V)) ist i.a. selbst dann nicht vollstéindig, wenn (X)) ein vollstdndiger uniformer
Raum ist (vgl. dazu J. Isbell [7]).

Im vergangenen Jahrhundert sind viele Versuche unternommen worden, topologische und
(oder) uniforme Riume zu verallgemeinern. Ein besonders niitzliches Konzept stellen die
semiuniformen Konvergenzraume dar, die sowohl topologische als auch uniforme Aspekte in

voller Allgemeinheit beriicksichtigen (vgl. hierzu G. Preufl [12]).

[Zur Erinnerung: Ein semiuniformer Konvergenzraum ist ein Paar (X, Jx), wobei X eine

Menge und Jx eine Menge von Filtern auf X x X ist derart, dafl gelten:

UCl) e xit={M CX x X :(x,x) € M} € Jy fiir alle x € X
UC2) G e Jx, falls Fe Jxund F C G

UC3) F € Jx impliziert F~' ={F': Fe F} e Jx,
wobel F~1 = {(y,z) : (z,y) € F'}]

Im folgenden sei A eine Menge von nicht-leeren Teilmengen eines semiuniformen Konver-
genzraumes (X, Jx) derart, daf {z} € A fiir jedes z € X. Wird eine injektive Abbildung
i : X — A definiert durch i(z) = {z} fiir jedes x € X, so setze man i[X] = X’ und
nehme 0.B.d.A. an, dal X = X"’ ist, d.h. ¢ ist eine Inklusionsabbildung. Auf A werde eine

semiuniforme Konvergenzstruktur J j{ definiert durch

Ji={HecFAxA): (i xi) ' (A) existiert und gehért zu Jx
oder (i x 1)7(A) existiert nicht},

wobei FI(A x A) die Menge aller Filter auf A x A bezeichnet. Dann ist (X, Jx) ein Unter-
raum von (A, J j) und J j ist die grobste semiuniforme Konvergenzstruktur auf A mit dieser
Eigenschaft. (A, J j) heifit finaler Hyperraum von (X, Jx).

Satz [13, 1.8] Fiir jeden semiuniformen Konvergenzraum (X, Jx) ist der finale Hyperraum
(A, jj) vollstindig, falls A\ X nicht leer ist, und enthdlt X als dichte Teilmenge, d.h. er

ist eine Vervollstandigung von (X, Jx).

Ist (X, V) ein separierter uniformer Raum sowie (X, [V]) sein entsprechender semiuniformer
Konvergenzraum, d.h. [V] = {F € F(X x X) : F D V}, und besteht A aus allen nicht-
leeren abgeschlossenen Teilmengen von X, so ist (A, [H(V)]) ein separierter semiuniformer
Konvergenzraum, der (X, [V]) als Unterraum enthélt. Folglich ist [H (V)] feiner als J4, d.h.
HV)|CJ j: . Der finale Hyperraum (A, J j) braucht jedoch nicht uniform zu sein, wie fol-
gendes Beispiel zeigt: Sei V die diskrete Uniformitét auf {0, 1}. Dann besteht die Menge A
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aller abgeschlossenen nicht-leeren Teilmengen von ({0,1},V) aus genau drei Elementen. Es
gibt jedoch keine grobste Uniformitdt auf A, die V induziert (vgl. [12, 3.2.7.@2)).
Die Einbettung eines semiuniformen Konvergenzraumes in seinen finalen Hyperraum be-

*7)

wahrt und reflektiert u.a. die Eigenschaften “semiuniform *” und “prakompakt”, und sie

¢

bewahrt “kompakt”, “zusammenhéngend” und “uniform zusammenhéngend” (vgl. [13]).

Seit lingerem werden auch Zusammenhénge zwischen Hyperrdumen und Funktionenrédum-
en studiert (vgl. hierzu S. A. Naimpally [10]). Ein jiingeres Resultat von T. Mizokami ([9])
besagt, dafl fiir Hausdorff-Rdume X,Y die Menge C(X,Y’) der stetigen Abbildungen zwi-
schen X und Y, versehen mit der kompakt-offenen Topologie, abgeschlossen eingebettet wer-
den kann in C'(K(X),C(Y)), versehen mit der punktweisen Konvergenz, wobei IC(X) (bzw.
K(Y)) die Menge der nicht-leeren kompakten Teilmengen von X (bzw. Y') ist, versehen
mit der Vietoris-Topologie. Durch Ausweitung der Ideen von Mizokami gelingt es schlief3-
lich R. Bartsch [1], einem Schiiler von H. Poppe, im Jahre 2002 Sétze vom Ascoli-Typ zu
beweisen, d.h. Kompaktheitskriterien in Funktionenrdumen zu entwickeln. In diesem Zusam-
menhang muf auch das Buch “Compactness in General Function Spaces” von H. Poppe [11]
erwahnt werden, das internationale Beachtung gefunden hat und in das eigene Ergebnisse

von H. Poppe zum Ascoli-Satz eingeflossen sind.
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